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Sejam F um corpo infinito e G a a´lgebra de Grassmann infinitamente gerada. Nesta disser-
tac¸a˜o descrevemos os polinoˆmios centrais de G, denotado por C(G), quando car(F ) 6= 2.
Mostramos que C(G) e´ T-espac¸o limite quando car(F ) > 2 e finitamente gerado quando
car(F ) = 0. O segundo resultado principal desta dissertac¸a˜o e´ a exibic¸a˜o de infinitos
T-espac¸os limites quando car(F ) > 2.
Os resultados citados acima foram extra´ıdos dos artigos [5] e [11].
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Abstract
Let F be an infinite field and let G be the generated infinite Grassmann algebra. In this
dissertation we describe the central polynomials of G, denoted by C(G), when char(F ) 6=
2. We show that C(G) is limit T-space when char(F ) > 2 and finitely generated when
car(F ) = 0. The second main result of this dissertation is the apresentation of infinite
limit T-spaces.
The results cited above were extract from the papers [5] and [11].
Keywords: PI-algebras, polynomials identities, central polynomials, T -space.
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O assunto estudado nesta dissertac¸a˜o esta´ inserido na Teoria de PI-a´lgebras, isto e´, a´l-
gebras que satisfazem identidades polinomiais. Mais especificamente, foi feito um estudo
do tema Polinoˆmios Centrais e tambe´m de T-espac¸os. Faremos abaixo um resumo dos
termos e resultados principais desta dissertac¸a˜o.
Sejam F um corpo, X = {x1, x2, . . .} um conjunto enumera´vel e F〈X〉 a F-a´lgebra
associativa livre com unidade, livremente gerada por X. Um T-ideal de F〈X〉 e´ um ideal
fechado por todo endomorfismo de F〈X〉. Similarmente, um T -espac¸o e´ um subespac¸o
vetorial de F〈X〉 fechado por todo endomorfismo de F〈X〉.
Seja I um T -ideal de F〈X〉. Um subconjunto S ⊂ I gera I como um T -ideal se I
e´ o menor T -ideal de F〈X〉 que conte´m S. Um T -espac¸o de F〈X〉 gerado por S (como
um T -espac¸o) e´ definido de uma maneira similar. Pode ser mostrado que o T -ideal (T -
subespac¸o) gerado por S e´ o ideal (subespac¸o vetorial) gerado por todos polinoˆmios
f(g1, . . . , gm),
onde f = f(x1, . . . , xm) ∈ S e gi ∈ F〈X〉 para todo i.
No´s sugerimos ao leitor os livros [7, 8, 10] para um estudo mais detalhado a respeito
de T -ideais e sugerimos [4, 5, 13, 12] para o estudo de T -espac¸os.
Se F e´ um corpo de caracter´ıstica 0, enta˜o todo T -ideal em F〈X〉 e´ finitamente gerado
(como um T -ideal); esse e´ um famoso resultado de Kemer [14, 15] que resolv eu o Problema
de Specht. Ale´m disso, sobre tal corpo F, todo T -espac¸o de F〈X〉 e´ finitamente gerado; isso
foi provado recentemente por Shchigolev [19]. No caso em que o corpo F e´ de caracter´ıstica
p > 0, existem T -ideais e T -espac¸os de F〈X〉 que na˜o sa˜o finitamente gerados.
Um T -espac¸o V ∗ de F〈X〉 e´ chamado limite se todo T -espac¸o maior W ! V ∗ e´ fini-
tamente gerado como um T -espac¸o mas V ∗ na˜o e´. Segue do Lema de Zorn que se um
T -subespac¸o V na˜o e´ finitamente gerado, enta˜o ele esta´ contido em algum T -subespac¸o
limite V ∗.
A dissertac¸a˜o esta´ dividida da seguinte maneira:
v
No Cap´ıtulo 1 estudamos os conceitos ba´sicos da Teoria de PI-a´lgebras, conceitos
necessa´rios para o desenvolvimento deste trabalho.
No Cap´ıtulo 2 reservamos uma sec¸a˜o para falar das identidades polinomiais da a´lgebra
de Grassmann G. Estudamos um resultado de Krakowski e Regev [17] (ver tambe´m
Giambruno e Koshlukov [9]) que descreve as identidades polinomiais de G quando o
corpo F e´ infinito. Depois reservamos uma sec¸a˜o para falar dos polinoˆmios centrais de G.
Estudamos um resultado de Branda˜o Jr., Koshlukov, Krasilnikov e Silva [5] que descreve
os polinoˆmios centrais de G, denotado por C(G), quando F e´ infinito. Nessa sec¸a˜o tambe´m
e´ mostrado que C(G) e´ um T -espac¸o limite.
No Cap´ıtulo 3 estudamos o artigo de Gonc¸alves, Krasilnikov e Sviridova [11], o qual





O objetivo desta sec¸a˜o e´ fornecer ao leitor a definic¸a˜o de PI-a´lgebra e alguns exemplos a
respeito de tal tema.
Toda a´lgebra considerada nesta dissertac¸a˜o, salvo menc¸a˜o contra´ria, tera´ como corpo
base um corpo infinito F. Quando nos referirmos a uma a´lgebra A sobre F, diremos
simplesmente que A e´ uma a´lgebra. Tais a´lgebras sera˜o sempre associativas e unita´rias.
Seja X = {x1, x2, . . .} um conjunto enumera´vel. Chamamos de varia´veis (letras) os
elementos
x1, x2, . . .
e dizemos que
m = xi1xi2 · · ·xik
e´ um monoˆmio (palavra) de comprimento k. Denotaremos por F〈X〉 a a´lgebra associativa
livre, livremente gerada por X. Uma base de F〈X〉 como espac¸o vetorial e´ o conjunto
de todos os monoˆmios e a multiplicac¸a˜o em F〈X〉 e´ definida a partir do produto dos
elementos da base:
(xi1xi2 · · ·xim)(xj1xj2 · · ·xjn) = xi1xi2 · · ·ximxj1xj2 · · ·xjn .
Os elementos de F〈X〉 sa˜o chamados de polinoˆmios, e se f e´ um elemento em F〈X〉,
escreveremos f = f(x1, . . . , xn) para indicar que somente as varia´veis x1, . . . , xn aparecem
em f .
Definimos o grau de um monoˆmio u como sendo o seu comprimento e o denotamos
por deg u. Tambe´m definimos o grau de u na varia´vel xi como sendo o nu´mero de vezes
que xi aparece em u e denotamos degxi u. Analogamente, o grau de f = f(x1, . . . , xn),
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denotado por deg f , e´ o maior dos nu´meros deg u para u monoˆmio de f , e o grau de f em
xi, denotado por degxi f , e´ o maior dos nu´meros degxi u, onde u e´ um monoˆmio de f .
Definic¸a˜o 1.1.1. Sejam A uma a´lgebra e f = f(x1, . . . , xn) ∈ F〈X〉. Se para todos
a1, a2, . . . , an ∈ A
f(a1, . . . , an) = 0,
dizemos que f e´ uma identidade polinomial de A.
Note que o polinoˆmio trivial f = 0 e´ uma identidade polinomial para toda a´lgebra.
Definic¸a˜o 1.1.2. Se A e´ uma a´lgebra que satisfaz uma identidade polinomial na˜o trivial,
enta˜o dizemos que A e´ uma PI-a´lgebra.
Antes de fornecermos alguns exemplos de PI-a´lgebras, fixaremos algumas notac¸o˜es.
Sejam a e b elementos quaisquer de uma a´lgebra A. Definimos o comutador de a e b por
[a, b] = ab− ba.
Recursivamente, podemos definir o comutador de comprimento n da seguinte maneira:
[a1, a2, . . . , an] = [[a1, a2, . . . , an−1], an],
onde ai ∈ A. Por ca´lculo direto podemos mostrar que
[a1, a2, a3] + [a2, a3, a1] + [a3, a1, a2] = 0, (Identidade de Jacobi) (1.1)
para quaisquer a1, a2, a3 ∈ A e
[ab, c] = a[b, c] + [a, c]b e [a, bc] = b[a, c] + [a, b]c. (1.2)
Por induc¸a˜o sobre n, a primeira identidade de (1.2) fica
[a1a2 · · · an, c] =
n∑
i=1
a1 · · · ai−1[ai, c]ai+1 · · · an. (1.3)
Exemplo 1. Se A e´ uma a´lgebra comutativa, enta˜o o polinoˆmio
f(x, y) = [x, y]
e´ uma identidade polinomial de A. Portanto A e´ uma PI-a´lgebra.
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Definic¸a˜o 1.1.3. Defina
Stn(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn
(sgnσ)xσ(1) · · ·xσ(n),
onde Sn e´ o grupo das permutac¸o˜es do conjunto {1, . . . , n} e (sgnσ) e´ o sinal de σ. Stn
e´ chamado de polinoˆmio Standard de grau n.
Segue da definic¸a˜o do polinoˆmio Standard as seguintes propriedades:
1) Se um monoˆmio
xσ(1) · · ·xσ(j) · · ·xσ(i) · · ·xσ(n)
aparece em Stn com coeficiente ∓1, enta˜o
xσ(1) · · ·xσ(i) · · ·xσ(j) · · ·xσ(n)
aparece em Stn com coeficiente ±1;
2) Stn(x1, . . . , y, . . . , y, . . . , xn) = 0;
3) Stn(x1, . . . , αxj, . . . , xn) = αStn(x1, . . . , xj, . . . , xn), onde α ∈ F;
4) Stn(x1, . . . , y + z, . . . , xn) = Stn(x1, . . . , y, . . . , xn) + Stn(x1, . . . , z, . . . , xn), onde
y, z ∈ X = {x1, x2, . . .}.
Exemplo 2. Se A e´ uma a´lgebra de dimensa˜o finita, enta˜o A e´ PI-a´lgebra. Se dimA < n,
enta˜o Stn e´ uma identidade polinomial para A.
Demonstrac¸a˜o: Seja {e1, . . . , em} uma base para A. Logo m < n. Se a1, . . . , an sa˜o






Stn(a1, . . . , an) = Stn(
m∑
j1=1







α1j1 · · ·
m∑
jn=1
αnjnStn(ej1 , . . . , ejn)
= 0
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Observe que a segunda igualdade segue das Propriedades 3) e 4) anteriores e a terceira
igualdade segue da Propriedade 2).
Exemplo 3. O polinoˆmio Standard de grau n2 + 1 e´ uma identidade polinomial para
Mn(F). Em particular St5 e´ uma identidade para M2(F).
Observac¸a˜o 1. Chamamos a atenc¸a˜o do leitor para o fato que a a´lgebra Mn(F) na˜o
satisfaz identidades polinomiais de grau < 2n. Ale´m disso, o famoso Teorema de Amitsur-
Levitzki (ver [1]) diz que o polinoˆmio Standard St2n e´ uma identidade polinomial para
Mn(F).
Exemplo 4. O polinoˆmio de Hall
f(x1, x2, x3) = [[x1, x2]
2, x3]
e´ uma identidade polinomial para M2(F).





e denote por p(t) seu polinoˆmio caracter´ıstico:
p(t) = det(tI2 − A) =
∣∣∣∣∣ t− a11 a12a21 t− a22
∣∣∣∣∣ = (t− a11)(t− a22)− a12a21
= t2 − (a11 + a22)t+ a11a22 − a12a21
= t2 − tr(A)t+ det(A).
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton temos
p(A) = 0 = A2 − tr(A)A+ det(A)I2.
Se A1, A2 ∈M2(F), enta˜o para A = [A1, A2] temos
[A1, A2]
2 = +tr([A1, A2])[A1, A2]− det([A1, A2])I2.
Uma vez que
tr([A1, A2]) = tr(A1A2 − A2A1) = tr(A1A2)− tr(A2A1) = 0,
temos
[A1, A2]
2 = − det([A1, A2])I2 = λI2,
onde λ = − det([A1, A2]). Se A3 ∈M2(F) enta˜o [λI2, A3] = 0 e portanto
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[[A1, A2]
2, A3] = 0,
para quaisquer A1, A2, A3 ∈M2(F).
Exemplo 5. Seja V um espac¸o vetorial de dimensa˜o infinita com base {e1, e2, . . .}. A
a´lgebra de Grassmann (ou a´lgebra Exterior) de V , denotada por G, e´ a a´lgebra gerada por
{1, e1, e2, . . . } que satisfaz a seguinte relac¸a˜o:
eiej = −ejei
para quaisquer i, j ∈ N. O polinoˆmio f(x1, x2, x3) = [x1, x2, x3] e´ uma identidade polino-
mial para G.
Demonstrac¸a˜o: Como f e´ multilinear e´ suficiente mostrar que f(a1, a2, a3) = 0, onde
a1, a2, a3 sa˜o elementos quaisquer da base de G.
Uma base para tal a´lgebra e´ o conjunto
{1} ∪ {ei1ei2 . . . eim | m ∈ N, i1 < i2 < · · · < im}.
Sejam a1, a2 elementos da base de G. Enta˜o
a1 = ei1 · · · eim e a2 = ej1 · · · ejn .
Uma vez que eiej = −ejei, temos
[a1, a2] = [ei1 · · · eim , ej1 · · · ejn ] = (1− (−1)mn)ei1 · · · eimej1 · · · ejn .
Logo, [a1, a2] esta´ no centro de G e portanto [[a1, a2], a3] = 0, onde a3 e´ um elemento
qualquer da base de G. Assim, f e´ uma identidade polinomial para G.
Como podemos ver, sa˜o muitas as a´lgebras que satisfazem uma identidade polinomial.
Agora surge a seguinte questa˜o: Sera´ que toda a´lgebra e´ uma PI-a´lgebra? A resposta e´
na˜o. A a´lgebra F〈X〉, por exemplo, na˜o e´ PI-a´lgebra. Para ver isto, suponhamos que
f(x1, . . . , xn) seja uma identidade polinomial na˜o nula de F〈X〉. Assim,
f(f1(x1), . . . , fn(xn)) = 0,
onde fi(xi) = xi para todo i = 1, 2, . . . , n. Absurdo.
Veremos agora outro exemplo: Seja A a a´lgebra
A = M1(F)×M2(F)× · · · ×Mn(F)× · · ·
com operac¸o˜es definidas coordenada a coordenada. Se f(x1, . . . , xm) e´ uma identidade de
grau d para A, enta˜o f e´ identidade polinomial de grau d para cada Mn(F). De fato, isso
segue da igualdade
f((a1n)n∈N, . . . , (amn)n∈N) = (f(a1n, . . . , amn))n∈N,
onde (ain)n∈N ∈ A. Assim, para n ∈ N com 2n > d temos um absurdo pela Observac¸a˜o 1.
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1.2 T-ideais
Nesta sec¸a˜o caracterizamos o conjunto das identidades polinomiais de uma a´lgebra. Ele
e´ um T-ideal. Forneceremos esta definic¸a˜o e algumas propriedades de extensa˜o de endo-
morfismos.
De agora em diante, denotaremos por T (A) o conjunto das identidades polinomiais de
uma a´lgebra A.
Problema 1. Dado um conjunto S de identidades polinomiais de A, como construir
novas identidades a partir de S?
(a) Se α ∈ F e f(x1, . . . , xn) ∈ S, enta˜o αf(x1, . . . , xn) ∈ T (A);
(b) Se f(x1, . . . , xn), g(x1, . . . , xm) ∈ S, enta˜o
f(x1, . . . , xn) + g(x1, . . . , xm) ∈ T (A);
(c) Se f(x1, . . . , xn) ∈ S e g(x1, . . . , xm) ∈ F〈X〉, enta˜o
f(x1, . . . , xn)g(x1, . . . , xm) ∈ T (A)
e
g(x1, . . . , xm)f(x1, . . . , xn) ∈ T (A);
(d) Se f(x1, . . . , xn) ∈ S e g1, . . . , gn ∈ F〈X〉, enta˜o
f(g1, . . . , gn) ∈ T (A).
Definic¸a˜o 1.2.1. Seja B uma a´lgebra e I um subespac¸o vetorial de B. Dizemos que I e´
um ideal a` esquerda se,
bi ∈ I
para todo b ∈ B e i ∈ I. Dizemos que I e´ um ideal a` direita se,
ib ∈ I
para todo b ∈ B e i ∈ I. Dizemos que I e´ um ideal ou ideal bilateral se, I for simultane-
amente ideal a` esquerda e a` direita.
Exemplo 6. Se A e´ uma PI-a´lgebra, enta˜o o conjunto T (A) e´ um ideal de F〈X〉.
Demonstrac¸a˜o: Segue dos itens (a),(b) e (c) anteriores.
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Definic¸a˜o 1.2.2. Seja I um ideal de F〈X〉. Dizemos que I e´ um T -ideal se, para todos
f(x1, . . . , xn) ∈ I e quaisquer g1, . . . , gn ∈ F〈X〉 temos f(g1, . . . , gn) ∈ I.
Exemplo 7. Se A e´ uma PI-a´lgebra, enta˜o T (A) e´ um T -ideal de F〈X〉.
Demonstrac¸a˜o: Consequeˆncia do Exemplo 6 e item (d).
Em contraste com Exemplo 7, podemos fazer a seguinte pergunta: Se I e´ um T -ideal
de F〈X〉, sera´ que I = T (A) para alguma a´lgebra A?
Definic¸a˜o 1.2.3. Seja A uma a´lgebra e I um ideal de A. Defina a relac¸a˜o de equivaleˆncia
em A da seguinte maneira:
a ∼ b⇐⇒ (a− b) ∈ I.
Denotamos a classe que conte´m a ∈ A por a. Observe que:
a = a+ I = {a+ i | i ∈ I}.
Denote por A/I o conjunto das classes de equivaleˆncia. Defina as seguintes operac¸o˜es em
A/I:
• a1 + a2 = a1 + a2;
• αa1 = αa1 ;
• a1 · a2 = a1a2;
onde α ∈ F e a1, a2 ∈ A. Com essas operac¸o˜es, A/I e´ uma a´lgebra.
Em resposta a questa˜o anterior temos o seguinte:
Lema 1.2.1. Seja I um T -ideal. Enta˜o
I = T (F〈X〉/I).
Demonstrac¸a˜o: Seja f(x1, . . . , xn) ∈ I. Considere n elementos quaisquer g1, g2, . . . , gn
no quociente F〈X〉/I. Temos
f(g1, . . . , gn) = f(g1, . . . , gn) = 0,
pois f(g1, . . . , gn) ∈ I. Logo f ∈ T (F〈X〉/I).
Tome agora f(x1, . . . , xn) ∈ T (F〈X〉/I). Como x1, . . . , xn ∈ F〈X〉/I temos
0 = f(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn)
e portanto f(x1, . . . , xn) ∈ I.
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Definic¸a˜o 1.2.4. Sejam A e B duas a´lgebras. Uma transformac¸a˜o linear ρ : A −→ B e´
chamada de homomorfismo se,
ρ(a1a2) = ρ(a1)ρ(a2)
para quaisquer a1, a2 ∈ A. Se o homomorfismo ρ for bijetivo, dizemos que ρ e´ um isomor-
fismo. Neste caso, tambe´m dizemos que A e B sa˜o a´lgebras isomorfas. Se ρ : A −→ A e´
um homomorfismo, dizemos que ρ e´ um endomorfismo.
Lema 1.2.2. Seja A uma a´lgebra. Se a1, a2, . . . , an, . . . e´ uma sequeˆncia de elementos em
A, enta˜o existe um u´nico homomorfismo







Demonstrac¸a˜o: A func¸a˜o ρ : F〈X〉 −→ A definida por
ρ(f(x1, . . . , xn)) = f(a1, . . . , an)
e´ um homomorfismo e satisfaz
ρ(xi) = ai, para todo i.
Suponha que exista outro homomorfismo ψ com tal propriedade, isto e´ ,
ψ(xi) = ai.
Se f(x1, . . . , xn) ∈ F〈X〉 , enta˜o
ψ(f(x1, . . . , xn)) = f(ψ(x1), . . . , ψ(xn))
= f(a1, . . . , an)
= ρ(f(x1, . . . , xn)).
Logo ψ = ρ.
Observac¸a˜o 2. Se ρ : F〈X〉 −→ F〈X〉 e´ um endomorfismo, enta˜o
8
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ρ(f(x1, . . . , xn)) = f(ρ(x1), . . . , ρ(xn)).
Corola´rio 1.2.3. Fixe n ∈ N. Se g1, . . . , gn ∈ F〈X〉, enta˜o existe um endomorfismo












Proposic¸a˜o 1.2.4. Seja I um ideal de F〈X〉. Enta˜o I e´ um T -ideal se, e somente se,
ρ(I) ⊆ I para todo endomorfismo ρ de F〈X〉.
Demonstrac¸a˜o:(⇒) Seja ρ um endomorfismo de F〈X〉 . Se f(x1, . . . , xn) ∈ I, enta˜o
ρ(f(x1, . . . , xn)) = f(ρ(x1), . . . , ρ(xn)) ∈ I.
(⇐) Seja f(x1, . . . , xn) ∈ I e g1, . . . , gn ∈ F〈X〉. Queremos provar que f(g1, . . . , gn) ∈ I .





Logo, f(g1, . . . , gn) = f(ρ(x1), . . . , ρ(xn)) = ρ(f(x1, . . . , xn)) ∈ I.
Definic¸a˜o 1.2.5. Seja A uma a´lgebra e S ⊆ A . O ideal gerado por S e´ o menor ideal
de A que conte´m S.
Observe que o ideal gerado por S existe, pois e´ a intersecc¸a˜o de todos os ideais de A
que conteˆm S.
9
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Lema 1.2.5. Seja A uma a´lgebra e S ⊆ A. O ideal gerado por S e´ o subespac¸o vetorial
de A gerado pelos elementos
a1sa2, (1.4)
onde a1, a2 ∈ A e s ∈ S.
Demonstrac¸a˜o: Seja I o espac¸o vetorial gerado pelos elementos da forma (1.4). Temos
que I e´ um ideal que conte´m S. Agora, se J e´ um ideal qualquer que conte´m S, enta˜o e´
claro que J conte´m os elementos da forma (1.4). Portanto I ⊆ J . Logo I e´ o menor ideal
que conte´m S.
Definic¸a˜o 1.2.6. Seja S ⊆ F〈X〉. O T -ideal gerado por S e´ o menor T - ideal que conte´m
S. Denotamos ele por 〈S〉T .
Proposic¸a˜o 1.2.6. Seja S ⊆ F〈X〉. O T -ideal gerado por S e´ o ideal de F〈X〉 gerado
pelos elementos
f(g1, . . . , gn),
onde f(x1, . . . , xn) ∈ S e g1, . . . , gn ∈ F〈X〉.
Demonstrac¸a˜o: Pelo Lema 1.2.5 o ideal gerado pelos elementos f(g1, . . . , gn) e´ o espac¸o
vetorial gerado pelos elementos
g0f(g1, . . . , gn)gn+1, (1.5)
onde f(x1, . . . , xn) ∈ S e g0, . . . , gn+1 ∈ F〈X〉. Denotando por W o espac¸o vetorial gerado
pelos elementos da forma (1.5), mostraremos que W e´ um T -ideal de F〈X〉. Para isso, e´
suficiente mostrar que ∀ ϕ ∈ End(F〈X〉) vale
ϕ(g0f(g1, . . . , gn)gn+1) ∈ W .
Mas
ϕ(g0f(g1, . . . , gn)gn+1) = ϕ(g0)ϕ(f(g1, . . . , gn))ϕ(gn+1)
= ϕ(g0)︸ ︷︷ ︸
∈F〈X〉
f(ϕ(g1), . . . , ϕ(gn))ϕ(gn+1)︸ ︷︷ ︸
∈F〈X〉
.
Logo ϕ(g0f(g1, . . . , gn)gn+1) ∈ W , ∀ ϕ ∈ End(F〈X〉). E´ claro que se U e´ um T -ideal que
conte´m S, enta˜o W ⊆ U . Portanto W = 〈S〉T .
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Corola´rio 1.2.7. Se S ⊆ F〈X〉, enta˜o o T -ideal gerado por S e´ o espac¸o vetorial gerado
pelos elementos
g0f(g1, . . . , gn)gn+1
onde f(x1, . . . , xn) ∈ S e g0, . . . , gn+1 ∈ F〈X〉.
Demonstrac¸a˜o: Consequeˆncia direta do Lema 1.2.5 e da Proposic¸a˜o 1.2.6.
1.3 Polinoˆmios multi-homogeˆneos
Dado um T-ideal I, existe o interesse em encontrar um conjunto S “bom” de geradores
para ele. Nesta sec¸a˜o, mostraremos que dependendo do corpo, S pode ser formado por
elementos multi-homogeˆneos (corpo infinito) ou multilineares (corpo de caracter´ıstica 0).
Seja m = m(x1, . . . , xn) um monoˆmio em F〈X〉. Dizemos que m tem multigrau





2x1 = m tem multigrau (3,2,5).
Seja f = f(x1, . . . , xn) um polinoˆmio onde todos os monoˆmios de f tem multigrau









1 e´ multi-homogeˆneo com multigrau (2,3).
Se um polinoˆmio f(x1, . . . , xn) e´ multi-homoˆgeneo com multigrau (1, . . . , 1), dizemos
que f e´ multilinear de grau n nas varia´veis x1, . . . , xn.




(−1)σxσ(1) · · ·xσ(n)
e´ multilinear de grau n.
Denote por Pn o conjunto dos polinoˆmios multilineares de grau n. Uma base para Pn
e´ o conjunto dos monoˆmios
xσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n),
onde σ ∈ Sn. Logo, dimPn = n!. Assim, um elemento qualquer em Pn tem a cara
f(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn
ασxσ(1) · · ·xσ(n),
onde ασ ∈ F.
Dado um polinoˆmio qualquer f = f(x1, . . . , xn), sempre podemos escrever
11





onde f (d1,...,dn) e´ a componente multi-homogeˆnea de f com multigrau (d1, . . . , dn).
Exemplo 11. Considere o polinoˆmio f(x1, x2) = x1x2 + x
2
2x1 + 5x2x1. Temos
f(x1, x2) = x1x2 + x
2
2x1 + 5x2x1
= x1x2 + 5x2x1︸ ︷︷ ︸+x22x1︸︷︷︸
= f (1,1) + f (1,2).




〈f〉T = 〈f (d1,...,dn) | d1 ≥ 0, . . . , dn ≥ 0〉T .
Em particular, todo T -ideal e´ gerado por seus elementos multi-homogeˆneos.
Demonstrac¸a˜o: Escreva




onde f (i) e´ formado pelos monoˆmios de f , onde a varia´vel x1 aparece i vezes.
Como F e´ infinito, existem n1 + 1 elementos distintos em F: α0, α1, . . . , αn1 . Temos




(i) ∈ 〈f〉T .
Considere o seguinte sistema de equac¸o˜es:
f(α0x1, x2, . . . , xn)
f(α1x1, x2, . . . , xn)
...






1 α10 · · · αn10


















onde A e´ a matriz de Vandermonde e det(A) =
∏
i>j(αi − αj) 6= 0. Logo A tem inversa e
A−1B = U . Assim f 0,f 1,. . .,fn1 sa˜o combinac¸o˜es lineares de
f(α0x1, x2, . . . , xn), f(α1x1, x2, . . . , xn), . . . , f(αn1x1, x2, . . . , xn).
Como 〈f〉T e´, em particular, um espac¸o vetorial, segue que
12
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f (0), f (1), . . . , f (n1) ∈ 〈f〉T .
Por induc¸a˜o sobre n, temos que
f (d1,...,dn) ∈ 〈f〉T ,
para todos d1 ≥ 0, . . . , dn ≥ 0. Assim,




f (d1,...,dn), segue a outra inclusa˜o ⊇.
Em corpos de caracter´ıstica zero, polinoˆmios multilineares sa˜o muito importantes para
T -ideais devido ao seguinte:
Teorema 1.3.2. Seja F um corpo de caracter´ıstica zero. Se f ∈ F〈X〉, enta˜o existe
S ⊆ F〈X〉 formado por polinoˆmios multilineares tal que
〈f〉T = 〈S〉T .
Em particular, todo T -ideal e´ gerado por seus elementos multilineares.
Demonstrac¸a˜o: Seja f =
∑
d1≥0,...,dn≥0
f (d1,...,dn). Como F e´ infinito, temos pelo Teorema
1.3.1 que
〈f〉T = 〈f (d1,...,dn) | d1 ≥ 0, . . . , dn ≥ 0〉T .
Considere f
(d1,...,dn)
m a componente multilinear de
g = f (d1,...,dn)(x11 + x12 + · · ·+ x1d1 , . . . , xn1 + xn2 + · · ·+ xndn).
Enta˜o f
(d1,...,dn)
m ∈ 〈g〉T ⊆ 〈f (d1,...,dn)〉T e portanto





m (x11, x12, . . . , x1d1 , . . . , xn1, xn2, . . . , xndn), temos
f
(d1,...,dn)
m (x1, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
d1 vezes
, . . . , xn, xn, . . . , xn)︸ ︷︷ ︸
dn vezes
= d1!d2! · · · dn!︸ ︷︷ ︸
α
f (d1,...,dn).
Como car(F) = 0, temos α 6= 0 e portanto f (d1,...,dn) ∈ 〈f (d1,...,dn)m 〉T . Logo 〈f (d1,...,dn)〉T =
〈f (d1,...,dn)m 〉T . Portanto, 〈f〉T = 〈f (d1,...,dn)m | d1 ≥ 0, . . . , dn ≥ 0〉T .
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1.4 Polinoˆmios pro´prios
Nesta sec¸a˜o introduzimos o conceito de “Polinoˆmio Pro´prio” e enunciamos alguns resulta-
dos importantes que sera˜o utilizados durante a dissertac¸a˜o.
Definic¸a˜o 1.4.1. Um polinoˆmio e´ dito ser pro´prio se ele for uma combinac¸a˜o linear de
produtos de comutadores.
Assim, um polinoˆmio pro´prio e´ combinac¸a˜o linear de elementos do tipo
[xi11 , xi12 . . . , xi1t1 ][xi21 , xi22 , . . . , xi2t2 ] · · · [xin1 , xin2 , . . . , xintn ].
Exemplo 12. Um exemplo simples e´ o polinoˆmio
f(x1, x2, x3, x4) = [x1, x2][x3, x4]− 3[x1, x2, x3][x1, x2, x2, x2][x1, x3, x4].
Denote por B o conjunto dos polinoˆmios pro´prios de F〈X〉. Seja L(X) o espac¸o
vetorial gerado pelos elementos x1, x2, . . . e por todos os comutadores de comprimento
≥ 2. Denote por β uma base para L(X) formada por X e por “alguns” comutadores.
Ordene os elementos de β de modo que
x1 < x2 < x3 < · · · < (comut. de comp. 2) < (comut. de comp. 3) < · · · . (1.6)
O pro´ximo teorema e´ bem conhecido em PI-a´lgebra. Uma demonstrac¸a˜o para o mesmo
pode ser encontrado em [7] pa´gina 42.
Teorema 1.4.1. Uma base para F〈X〉 e´ o conjunto dos elementos formados por 1 e
u1u2 · · ·ut, (1.7)
onde u1 ≤ u2 ≤ · · · ≤ ut esta˜o em β.
Assim, um polinoˆmio da base de F〈X〉 tem a forma:
xn11 x
n2
2 · · ·xnmm · · · [xi1 , xi2 ]ni1i2 · · · [xi1 , xi2 , xi3 ]ni1i2i3 · · · [xi1 , xi2 , . . . , xit ]ni1i2...it ,
onde ni1i2...it ≥ 0 para todo i = (i1, i2, . . . , it) e m ≥ 0.
Exemplo 13. Sejam F um corpo infinito e




2[x2, x1][x2, x1, x1].
Temos que
f(1+x1, x2) = (1+x1)




2[x2, x1][x2, x1, x1].
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A componente multi-homogeˆnea de multigrau (3, 5) do polinoˆmio acima e´
g(x1, x2) = x
3
2[x2, x1][x2, x1, x1].
A componente multi-homogeˆnea de g(x1, 1 + x2) com multigrau (3, 2) e´
h(x1, x2) = [x2, x1][x2, x1, x1].
Logo h ∈ 〈f〉T . Como f = x21x32h, temos f ∈ 〈h〉T e portanto 〈h〉T = 〈f〉T .
Mostramos no exemplo acima que o T-ideal gerado por f e´ exatamente o T-ideal
gerado por um polinoˆmio pro´prio h. De um modo geral, quando o corpo e´ infinito temos:
Teorema 1.4.2. Seja F um corpo infinito. Se I e´ um T -ideal, enta˜o I e´ gerado por
seus elementos pro´prios multi-homogeˆneos. Se car (F) = 0, enta˜o I e´ gerado por seus
elementos pro´prios multilineares.
Uma aplicac¸a˜o do teorema acima e´ o seguinte exemplo.
Exemplo 14. Seja F um corpo infinito. Se A e´ uma a´lgebra comutativa, enta˜o
T (A) = 〈[x1, x2]〉T .
Demonstrac¸a˜o: Vimos no Exemplo 1 que [x1, x2] e´ uma identidade polinomial de A.
Logo 〈[x1, x2]〉 ⊆ T (A). Para provar a outra inclusa˜o, basta mostrar que cada polinoˆmio
pro´prio f de T (A) esta´ em 〈[x1, x2]〉T . Como f e´ combinac¸a˜o linear de elementos do tipo
[xi11 , xi12 , ..., xi1n1 ]︸ ︷︷ ︸
esta´ em〈[x1,x2]〉T
· · · [xim1 , xim2 , ..., ximnm ],
temos que f ∈ 〈[x1, x2]〉T .
Se A e´ uma PI-a´lgebra, considere o homomorfismo canoˆnico φ : F〈X〉 −→ F〈X〉/T (A).
Denote por B(A) a imagem de B por φ, onde B e´ o conjunto dos polinoˆmios pro´prios de
F〈X〉. Observe que
B(A) = {p+ T (A) | p ∈ B}.
Omitiremos a demonstrac¸a˜o da pro´xima proposic¸a˜o, mas mesma pode ser encontrada
em [7] pa´gina 46.
15
1.5. Polinoˆmios Centrais e T-espac¸os Cap´ıtulo 1. Conceitos Preliminares
Proposic¸a˜o 1.4.3. Sejam A uma PI-a´lgebra e F um corpo infinito. Seja Ω um subcon-
junto de B formado por polinoˆmios multi-homogeˆneos tal que
Ω(A) = {p+ T (A) | p ∈ Ω}
seja uma base para B(A). Enta˜o os elementos
xn11 x
n2
2 · · ·xnmm p(x1, x2, . . . , xm) + T (A),
onde p ∈ Ω, formam uma base para F〈X〉/T (A).
1.5 Polinoˆmios Centrais e T-espac¸os
Nesta sec¸a˜o introduziremos os objetos centrais desta dissertac¸a˜o: polinoˆmios centrais e
T-espac¸os. Mostraremos que alguns resultados sobre T-ideais continuam va´lidos para T-
espac¸os e demonstraremos outros que servira˜o de ferramentas para os pro´ximos cap´ıtulos.
Se A e´ uma a´lgebra, denote por
Z(A) = {z ∈ A | za = az, ∀a ∈ A}
o seu centro.
Definic¸a˜o 1.5.1. Seja A uma a´lgebra. Um polinoˆmio f(x1, . . . , xn) ∈ F〈X〉 e´ chamado
de polinoˆmio central se, para quaisquer a1, . . . , an ∈ A temos
f(a1, . . . , an) ∈ Z(A).
Denotamos por C(A) o conjunto dos polinoˆmios centrais de A.
Note que f(x1, . . . , xn) ∈ C(A) se, e somente se,
[f(x1, . . . , xn), xn+1] ∈ T (A).
Podemos ainda afirmar o seguinte: f ∈ C(A) se, e somente se, f + T (A) esta´ no centro
de F〈X〉/T (A).
Exemplo 15. O polinoˆmio
[x1, x2]
2
e´ um polinoˆmio central para M2(F).
Demonstrac¸a˜o: Pela observac¸a˜o acima, basta mostrar que [[x1, x2]
2, x3] ∈ T (M2(F)) .
Pelo Exemplo 4 isto realmento ocorre.
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Definic¸a˜o 1.5.2. Seja V um subespac¸o de F〈X〉. Dizemos que V e´ um T -espac¸o se, para
todos f(x1, . . . , xn) ∈ V e quaisquer g1, . . . , gn ∈ F〈X〉 temos
f(g1, . . . , gn) ∈ V .
Exemplo 16. Se A e´ uma a´lgebra, enta˜o C(A) e´ um T-espac¸o.
Exemplo 17. Todo T-ideal e´ um T-espac¸o.
Definic¸a˜o 1.5.3. Seja S ⊂ F〈X〉. O T -espac¸o gerado por S e´ o menor T -espac¸o que
conte´m S.
Denotamos o T -espac¸o gerado por S por 〈S〉TS. Observe que 〈S〉TS sempre existe e e´
a intersecc¸a˜o de todos T -espac¸os de F〈X〉 que conteˆm S.
Proposic¸a˜o 1.5.1. O T -espac¸o gerado por S e´ o subespac¸o vetorial de F〈X〉 gerado pelos
elementos
f(g1, . . . , gn),
onde g1, . . . , gn ∈ F〈X〉 e f(x1, . . . , xn) ∈ S.
Demonstrac¸a˜o: A demonstrac¸a˜o deste resultado e´ ana´loga a Proposic¸a˜o 1.2.6.
Observe que se I e´ o T -ideal gerado por um conjunto S e
S1 = {x0f(x1, . . . , xn)xn+1; f ∈ S},
enta˜o I e´ exatamente o T -espac¸o gerado por S1. Assim, a partir de um conjunto gerador
de um T -ideal I, podemos construir um conjunto capaz de gera´-lo como um T -espac¸o.
Proposic¸a˜o 1.5.2. Seja V um subespac¸o de F〈X〉. Enta˜o V e´ um T -espac¸o se, e somente
se, ϕ(V ) ⊆ V para todo ϕ ∈ End(F〈X〉).
Demonstrac¸a˜o: E´ ana´loga a Proposic¸a˜o 1.2.4
A demonstrac¸a˜o dos pro´ximos resultados sa˜o as mesmas feitas na Sec¸a˜o 1.3 quando
trocamos a palavra T -ideal por T -espac¸o.




〈f〉TS = 〈f (d1,...,dn) | d1 ≥ 0, . . . , dn ≥ 0〉TS.
Em particular todo T -espac¸o e´ gerado por seus elementos multi-homogeˆneos.
Teorema 1.5.4. Seja F um corpo de caracter´ıstica zero. Se f ∈ F〈X〉, enta˜o existe
S ⊆ F〈X〉, onde
〈f〉TS = 〈S〉TS




Polinoˆmios Centrais para A´lgebra de
Grassmann
2.1 O T-ideal T(G)
Nesta sec¸a˜o descreveremos o T -ideal T (G) das identidades polinomiais da a´lgebra de
Grassmann G. Mostraremos que T (G) e´ gerado pelo comutador triplo [x1, x2, x3]. Ao
longo de todo cap´ıtulo, F sera´ um corpo infinito de caracter´ıstica 6= 2.
Seja V um espac¸o vetorial de dimensa˜o infinita com base {e1, e2, . . .}. A a´lgebra
de Grassmann (ou a´lgebra Exterior) de V , denotada por G, e´ a a´lgebra gerada por
{1, e1, e2, . . . } que satisfaz a seguinte relac¸a˜o:
eiej = −ejei
para quaisquer i, j ∈ N. Uma base para tal a´lgebra e´ o conjunto
{1} ∪ {ei1ei2 . . . eim | m ∈ N, i1 < i2 < · · · < im}.
Considere a a´lgebra associativa livre F〈X〉. Seja J o ideal de F〈X〉 gerado pelo conjunto
{xixj + xjxi | i, j ∈ N}.
Note que se identificarmos o elemento xi + J da a´lgebra quociente F〈X〉/J ao elemento
ei da a´lgebra de Grassmann G, vemos que G e´ isomorfa a a´lgebra quociente F〈X〉/J .
Destacamos em G os subespac¸os:
G0 = 〈1, ei1ei2 . . . eim | m e´ par , i1 < i2 < · · · < im〉,
G1 = 〈ei1ei2 . . . eim | m e´ ı´mpar , i1 < i2 < · · · < im〉.
Pode-se mostrar que G = G0 ⊕G1 e Z(G) = G0.
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Denote por T o T -ideal gerado pelo comutador triplo, ou seja,
T = 〈[x1, x2, x3]〉T .
Lema 2.1.1. Para todos g1, g2, g3, g4 ∈ F〈X〉 temos:
i) O elemento [g1, g2] + T esta´ no centro da a´lgebra quociente F〈X〉/T ;
ii) [g1, g2][g2, g3] + T = T ;
iii) [g1, g2][g3, g4] + T = −[g1, g3][g2, g4] + T .
Demonstrac¸a˜o:




2, x3] = [[x1, x
2
2], x3] = [x2[x1, x2] + [x1, x2]x2, x3] =
= x2[x1, x2, x3] + [x2, x3][x1, x2] + [x1, x2][x2, x3] + [x1, x2, x3]x2 ∈ T .
Da´ı [x2, x3][x1, x2] + [x1, x2][x2, x3] ∈ T . Ja´ que
[x2, x3][x1, x2] = [x1, x2][x2, x3] + [[x2, x3], [x1, x2]],
temos 2[x1, x2][x2, x3] ∈ T e portanto [x1, x2][x2, x3] ∈ T , pois car(F) 6= 2. Conclu´ımos
assim a demonstrac¸a˜o de ii).
iii) Fazendo x2 = y1 + y2 em [x1, x2][x2, x3], temos que a componente multilinear de
[x1, y1 + y2][y1 + y2, x3] e´
[x1, y1][y2, x3] + [x1, y2][y1, x3].
Como F e´ infinito, segue que
[x1, y1][y2, x3] + [x1, y2][y1, x3] ∈ T
e portanto [g1, g2][g3, g4] + T = −[g1, g3][g2, g4] + T para todos g1, g2, g3, g4 ∈ F〈X〉.
Observac¸a˜o 3. Seja σ um elemento qualquer de S2k. Pelo item iii) do lema anterior e
pelo fato que [xi, xj] = −[xj, xi], segue que
[xσ(1), xσ(2)] · · · [xσ(2k−1), xσ(2k)] + T = (sgnσ)[x1, x2] · · · [x2k−1, x2k] + T .
Uma consequeˆncia deste fato e do item ii) do lema anterior e´ que
[g1, g2] · · · [g2k−1, g2k] + T = T
se gi = gj para algum i 6= j.
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Lema 2.1.2. Seja I um T -ideal de F〈X〉 tal que T  I. Enta˜o
I = 〈[x1, x2, x3], [x1, x2][x3, x4] . . . [x2N−1, x2N ]〉T ,
para algum N ∈ N.
Demonstrac¸a˜o: Como F e´ infinito e T  I, existe f ∈ I pro´prio multi-homogeˆneo que
na˜o esta´ em T . Escreva f como combinac¸a˜o linear de elementos do tipo
w = [xi11 , . . . , xi1n1 ] · · · [xim1 , . . . , ximnm ].
Se algum nj (comprimento do j-e´simo comutador) for ≥ 3, enta˜o w + T = T . Podemos
enta˜o supor que n1 = n2 = · · · = nm = 2. Se em w existir xip = xiq , para algum p 6= q,
enta˜o tambe´m w + T = T . Portanto, f e´ uma combinac¸a˜o linear de elementos do tipo
w = [xi1 , xi2 ] · · · [xi2k−1 , xi2k ],
onde na˜o ocorre repetic¸o˜es de varia´veis. Logo, f e´ multilinear. Sem perda de generalidade
podemos supor f multilinear nas varia´veis x1, x2, . . . , x2k. Enta˜o f e´ uma combinac¸a˜o
linear de elementos da forma
[xσ(1), xσ(2)] · · · [xσ(2k−1), xσ(2k)],
onde σ ∈ S2k. Pela observac¸a˜o anterior, segue que
f + T = α[x1, x2] · · · [x2k−1, x2k] + T ,
para algum 0 6= α ∈ F e k ∈ N. Logo,
f = α[x1, x2] · · · [x2k−1, x2k] + h,
onde h ∈ T . Portanto, se
N = min{k ∈ N | [x1, x2] · · · [x2k−1, x2k] ∈ I},
enta˜o
I = 〈[x1, x2, x3], [x1, x2][x3, x4] . . . [x2N−1, x2N ]〉T .
O pro´ximo resultado pode ser obtido em [17].
Proposic¸a˜o 2.1.3. Seja F um corpo infinito. Enta˜o T (G) = T .
Demonstrac¸a˜o: Como [x1, x2, x3] ∈ T (G), temos T ⊆ T (G). Suponhamos, por absurdo,
que T  T (G). Segue do Lema 2.1.2 que
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T (G) = 〈[x1, x2, x3], [x1, x2][x3, x4] . . . [x2N−1, x2N ]〉T ,
para algum N ∈ N. Mas
[e1, e2][e3, e4] . . . [e2N−1, e2N ] = 2Ne1e2e3e4 . . . e2N−1e2N 6= 0
em G. Logo T (G) = T .
Proposic¸a˜o 2.1.4. O espac¸o vetorial F〈X〉/T tem uma base
xn11 x
n2
2 · · ·xnmm [xj1 , xj2 ] · · · [xj2r−1 , xj2r ] + T, (2.1)
onde r,m ≥ 0, j1 < j2 < · · · < j2r, nk ≥ 0 para todo k.
Demonstrac¸a˜o: Pela Proposic¸a˜o 1.4.3 e´ suficiente mostrar que os elementos
[xj1 , xj2 ] · · · [xj2r−1 , xj2r ] + T (2.2)
onde j1 < j2 < · · · < j2r, formam um base para B(G), lembrando que
B(G) = {p+ T (G) | p ∈ B},
onde B e´ o conjunto dos polinoˆmios pro´prios. E´ claro que os elementos (2.2) geram
B(G) (ver a demonstrac¸a˜o da Proposic¸a˜o 2.1.2). Mostraremos que tais elementos sa˜o
linearmente independentes. Para isso, considere a seguinte combinac¸a˜o linear∑
j
αj[xj1 , xj2 ] · · · [xj2r−1 , xj2r ] + T = T,
onde algum αj 6= 0. Enta˜o ∑
j
αj[xj1 , xj2 ] · · · [xj2r−1 , xj2r ] ∈ T.
Para este αj 6= 0, [xj1 , xj2 ] · · · [xj2r−1 , xj2r ] ∈ T (G) (componente multi-homogeˆnea). Ab-
surdo. Portanto, tais elementos formam uma base para B(G).
Outro fato que usaremos nas pro´ximas sec¸o˜es e´ o pro´ximo lema. Para uma demons-
trac¸a˜o detalhada, ver por exemplo [6].
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Lema 2.1.5. Seja F um corpo infinito de caracter´ıstica p > 2. Para todo g, g1, g2 ∈ F〈X〉
temos o seguinte:
i) Os elementos gp + T sa˜o centrais em F〈X〉/T ;
ii) (g1g2)
p + T = gp1g
p
2 + T ;
iii) (g1 + g2)
p + T = gp1 + g
p
2 + T .
2.2 O T-espac¸o C(G)
O objetivo desta sec¸a˜o e´ descrever os polinoˆmios centrais da a´lgebra de Grassmann G.
Mostraremos que C(G) e´ um T-espac¸o limite se car(F) = p > 2 e finitamente gerado se
car(F) = 0. Relembramos que F e´ um corpo infinito de car(F) = p 6= 2. Os resultados
aqui apresentados encontram-se em [5].
Lema 2.2.1. Suponha que g = g(x2, . . . , xl) ∈ F〈X〉 e´ um polinoˆmio que na˜o depende de
x1. Se x1g + T e´ central em F〈X〉/T , enta˜o g ∈ T .
Demonstrac¸a˜o: Supondo que x1g + T e´ central em F〈X〉/T , temos que x1g ∈ C(G)
e portanto [x1g, x0] ∈ T . Seja f(x1, x2, . . . , xl) = x1g(x2, . . . , xl). Ja´ que C(G) e´ um
T -espac¸o de F〈X〉, temos
f(1, x2, . . . , xl) = g(x2, . . . , xl) ∈ C(G).
Logo, x1[g, x0] ∈ T . Usando a identidade (1.2) temos
[x1g, x0] = x1[g, x0] + [x1, x0]g,
e portanto [x1, x0]g ∈ T . Para finalizar a demonstrac¸a˜o, suponha que g /∈ T . Enta˜o
existem w2, . . . , wl ∈ G tais que 0 6= g(w2, . . . , wl). Ja´ que
β = {ei1ei2 . . . eik | i1 < i2 < · · · < ik}
e´ uma base para G, podemos escrever g(w2, . . . , wl) como uma combinac¸a˜o linear de
elementos de β. Suponha







2 . . . e
at
t
em que aj ∈ {0, 1}. Fazendo x1 = et+1 e x0 = et+2 temos
[et+1, et+2]g(w2, . . . , wl) = 2et+1et+2g(w2, . . . , wl) 6= 0,
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donde conclu´ımos que [x1, x0]g /∈ T . Absurdo!
Embora tenhamos definido T-espac¸o para subespac¸os de F〈X〉, podemos estender
este conceito para subespac¸os da a´lgebra quociente F〈X〉/T de uma maneira natural.
Usaremos isso no pro´ximo lema.
Lema 2.2.2. Seja f(x1, x2, . . . , xl) ∈ F〈X〉 um polinoˆmio homogeˆneo de grau 1 em x1 .
Se f + T e´ central em F〈X〉/T , enta˜o f + T pertence ao T -espac¸o de F〈X〉/T gerado por






onde αi ∈ F e ai, bi sa˜o monoˆmios em F〈X〉 (alguns deles podem ser iguais a 1). Como








= x1g(x2, . . . , xl) + h(x1, . . . , xl),
onde h(x1, . . . , xl) =
∑
i αi[ai, x1bi] esta´ no T -espac¸o gerado por [x1, x2] e g = g(x2, . . . , xl)
na˜o depende de x1. Como f + T e h + T sa˜o centrais em F〈X〉/T , segue que x1g + T e´
central em F〈X〉/T . Enta˜o, pelo Lema 2.2.1, temos que g ∈ T e portanto x1g + T = T
com
f + T = h+ T =
∑
i
αi[ai, x1bi] + T .
Assim, f + T pertence ao T -espac¸o de F〈X〉/T gerado por [x1, x2] + T .
Lema 2.2.3. Se car(F) = p > 2, enta˜o xp0[x1, x2] + T pertence ao T -espac¸o de F〈X〉/T
gerado por [x1, x2] + T .
Demonstrac¸a˜o: De fato,
[xp0x1, x2] + T = (x
p
0[x1, x2] + T ) + ([x
p
0, x2]x1 + T ) = x
p
0[x1, x2] + T ,
pois pelo Lema 2.1.5 temos que xp0 + T ∈ Z(F〈X〉/T ).
Lema 2.2.4. Sejam car(F) = p > 2 e f(x1, . . . , xl) ∈ F〈X〉 um polinoˆmio homogeˆneo de
grau m1 em x1. Se f + T e´ central em F〈X〉/T e m1 na˜o e´ mu´ltiplo de p, enta˜o f + T
pertence ao T -espac¸o de F〈X〉/T gerado por [x1, x2] + T .
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Demonstrac¸a˜o: Se m1 = 1, enta˜o este lema corresponde ao Lema 2.2.2.
Suponha que m1 > 1 e p - m1. Escreva m1 = pq+m, onde 0 < m < p. Pela Proposic¸a˜o
2.1.4, f + T e´ combinac¸a˜o linear de elementos da forma
xn11 x
n2
2 · · ·xnll [xj1 , xj2 ] · · · [xj2r−1 , xj2r ] + T ,
onde r ≥ 0, j1 < · · · < j2r, nk ≥ 0 para todo k. Temos duas possibilidades para n1:
1) Existem polinoˆmios em que n1 = m1. Neste caso, j1 6= 1 e
xm11 x
n2





2 · · ·xnll [xj1 , xj2 ] · · · [xj2r−1 , xj2r ]) + T .
2) Existem monoˆmios em que n1 = m1 − 1. Neste caso, j1 = 1 e
xm1−11 x
n2





2 · · ·xnll [x1 , xj2 ] · · · [xj2r−1 , xj2r ]) + T .
Pelos dois itens fica claro que podemos escrever
f + T = xpq1 g + T,
onde g = g(x1, . . . , xl) tem grau m em x1.
Seja
g1 = f(1 + x1, x2, . . . , xl) + T = (1 + x1)
pqg(1 + x1, x2, . . . , xl) + T .
Pelo Lema 2.1.5,
g1 = (1 + x
p
1)
qg(1 + x1, x2, . . . , xl) + T.
Assim, a componente homogeˆnea de g1 com grau m em x1 e´ g(x1, x2, . . . , xl) + T . Segue
que g + T pertence ao T -espac¸o de F〈X〉/T gerado por f + T . Como f + T e´ central em
F〈X〉/T , qualquer elemento que pertence ao T -espac¸o gerado por f +T tambe´m o e´. Em
particular, g + T e´ central em F〈X〉/T .
Seja h = h(y1, y2, . . . , ym, x2, . . . , xl) a linearizac¸a˜o completa de g em relac¸a˜o a x1. Isto
significa que h(y1, y2, . . . , ym, x2, . . . , xl) e´ a componente homogeˆnea de
g(y1 + y2 + . . .+ ym, x2, . . . , xl)
que e´ multilinear em y1, y2, . . . , ym. Enta˜o
h(x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
m vezes
, x2, . . . , xl) = (m!)g(x1, . . . , xl).
O polinoˆmio h e´ de grau 1 em y1 e h + T e´ central em F〈X〉/T , pois esta´ no T -espac¸o
gerado pelo elemento central g+T . Portanto, pelo Lema 2.2.2, h+T pertence ao T -espac¸o
de F〈X〉/T gerado por [x1, x2] + T . O mesmo ocorre com
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g(x1, . . . , xl) + T = (m!)
−1h(x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
m vezes
, x2, . . . , xl) + T .
Segue enta˜o que f +T = (xq1)
pg+T pertence ao T -espac¸o gerado por xp0[x1, x2] +T . Este
u´ltimo, pelo Lema 2.2.3, esta´ contido no T -espac¸o gerado por [x1, x2]+T . Portanto, f+T
pertence ao T -espac¸o gerado por [x1, x2] + T .
Uma consequeˆncia deste resultado e´ o seguinte:
Corola´rio 2.2.5. Sejam car(F) = p > 2 e f(x1, . . . , xl) ∈ F〈X〉 um polinoˆmio multi-
homogeˆneo com multigrau (m1, . . . ,ml). Suponha que f + T e´ central em F〈X〉/T e que
algum mi na˜o e´ mu´ltiplo de p. Enta˜o f + T pertence ao T -espac¸o de F〈X〉/T gerado por
[x1, x2] + T .
Antes de enunciarmos o pro´ximo resultado, faremos alguns comenta´rios: O T -ideal T
e´ gerado como um T -espac¸o pelo polinoˆmio x1[x2, x3, x4], ou seja,
〈[x1, x2, x3]〉T = 〈x1[x2, x3, x4]〉TS.
De fato, e´ claro que
〈x1[x2, x3, x4]〉TS ⊆ 〈[x1, x2, x3]〉T .
Usando que ba = ab+ [b, a], temos
x1[x2, x3, x4]x5 = x1x5[x2, x3, x4] + x1[[x2, x3, x4], x5]
= x1x5[x2, x3, x4] + x1[[x2, x3], x4, x5].
Portanto, 〈[x1, x2, x3]〉T ⊆ 〈x1[x2, x3, x4]〉TS e a demonstrac¸a˜o esta´ conclu´ıda.
Definic¸a˜o 2.2.1. Considere o seguinte polinoˆmio





e defina para cada n ≥ 1
qn(x1, . . . , x2n) = q(x1, x2)q(x3, x4) . . . q(x2n−1, x2n).
Lema 2.2.6. Para cada n ≥ 1, qn ∈ C(G) .
Demonstrac¸a˜o: Com efeito, para ver isto basta provar que
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A demonstrac¸a˜o deste fato sera´ obtida a partir da identidade (1.3) e Lema 2.1.1:




2 , x3] + T =
([x1, x3]x1 . . . x1[x1, x2]x
p−1
2 ) + . . .+ (x1 . . . x1[x1, x3][x1, x2]x
p−1
2 )+
xp−11 [x1, x2, x3]x
p−1
2 +
(xp−11 [x1, x2][x2, x3]x2 . . . x2) + . . .+ (x
p−1
1 [x1, x2]x2 . . . x2[x2, x3]) + T =
(p− 1)(x1 . . . x1[x1, x3][x1, x2]xp−12 ) + (p− 1)(xp−11 [x1, x2][x2, x3]x2 . . . x2) + T = T.
Como [q(x1, x2), x3] ∈ T (G), segue que q(x1, x2) ∈ C(G).
Teorema 2.2.7. Seja F um corpo infinito de car(F) = p > 2. O T-espac¸o C(G) e´ gerado
pelo polinoˆmio






0q2, . . . , x
p
0qn, . . . . (2.4)
Demonstrac¸a˜o: Seja U o T-espac¸o gerado pelos polinoˆmios (2.3) e (2.4). Uma vez que
T (G) ⊂ C(G), obtemos x1[x2, x3, x4] ∈ C(G). Pelo Lema 2.2.6 temos que qn ∈ C(G).
Como xp0 tambe´m pertence a C(G), temos que x
p
0qn ∈ C(G). Assim acabamos de mostrar
que U ⊆ C(G).
Provaremos agora a outra inclusa˜o. Seja f(x1, . . . , xl) ∈ C(G). Como F e´ um corpo in-
finito, podemos supor que f e´ um polinoˆmio multi-homogeˆneo com multigrau (m1, . . . ,ml).
Temos duas possibilidades: f ∈ T ou f /∈ T .
Se f ∈ T , enta˜o f pertence ao T -espac¸o gerado por (2.3) (ver comenta´rios na pa´gina
anterior).
Suponha agora que f /∈ T . Vamos analisar duas situac¸o˜es:
a) Algum mi na˜o e´ mu´ltiplo de p. Pelo Corola´rio 2.2.5 temos que f + T pertence ao
T -espac¸o de F〈X〉/T gerado por [x1, x2] + T . Logo, f pertence ao T -espac¸o gerado por
(2.3) e [x1, x2]. Como a componente multi-homogeˆnea de multigrau (0, 1, 1) do polinoˆmio
(1 + x0)
p(1 + x1)
p−1[1 + x1, 1 + x2](1 + x2)p−1
e´ [x1, x2], temos que
〈[x1, x2]〉TS ⊆ 〈xp0xp−11 [x1, x2]xp−12 〉TS = 〈xp0q1〉TS.
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Portanto, f ∈ U .
b) mi e´ mu´ltiplo de p para todo i. Escreva mi = pqi e f + T como combinac¸a˜o linear
de elementos da forma
xn11 x
n2
2 · · ·xnll [xi1 , xi2 ] · · · [xi2k−1 , xi2k ] + T ,
onde k ≥ 0, i1 < i2 < · · · < i2k, nj ≥ 0. Reescrevemos o elemento acima como
xpq11 · · · xpqi1−1i1 · · ·x
pqi2k−1
i2k
· · ·xpqll [xi1 , xi2 ] · · · [xi2k−1 , xi2k ] + T.
Observando que pqi − 1 = p(qi − 1) + (p− 1), temos a nova expressa˜o
xpq11 · · · xp(qi1−1)i1 xp−1i1 · · ·x
p(qi2k−1)
i2k
xp−1i2k · · ·xpqll [xi1 , xi2 ] · · · [xi2k−1 , xi2k ] + T.
Pelos Lemas 2.1.1 e 2.1.5, os elementos xpi + T , [xi, xj] + T ∈ Z(F〈X〉/T ) e
(x1x2)
p + T = xp1x
p
2 + T . Logo,
(xq11 )
p · · · (x(qi1−1)i1 )pxp−1i1 · · · (x
(qi2k−1)
i2k
)pxp−1i2k · · · (xqll )p[xi1 , xi2 ] · · · [xi2k−1 , xi2k ] + T
= (xq11 )
p · · · (x(qi1−1)i1 )p · · · (x
(qi2k−1)
i2k
)p · · · (xqll )pq(xi1 , xi2) · · · q(xi2k−1 , xi2k) + T
= (xq11 · · · x(qi1−1)i1 · · ·x
(qi2k−1)
i2k
· · ·xqll )pq(xi1 , xi2) · · · q(xi2k−1 , xi2k) + T
= xp0qk(xi1 , . . . , xi2k) + T,
onde xq11 · · ·x(qi1−1)i1 · · ·x
(qi2k−1)
i2k
· · · xqll = x0. Portanto f ∈ U e o teorema esta´ provado.
Seja I o ideal de F〈X〉 gerado pelos elementos fp, onde f = f(x1, . . . , xn) ∈ F〈X〉 na˜o
tem termo escalar:
f(0, . . . , 0) = 0.
Denotaremos por Vn o T -espac¸o gerado por
q1, . . . , qn
e denotaremos por Wn o T -espac¸o gerado por
xp0, x
p
0q1, . . . , x
p
0qn.
A seguinte proposic¸a˜o e´ uma reformulac¸a˜o de [[18], Lema 13].
Proposic¸a˜o 2.2.8 ([18]). Se n ∈ N, enta˜o existe k(n) > n tal que qk(n) 6∈ Vn + T + I.
Na verdade, segue da demonstrac¸a˜o de [[18], lema 13] que podemos assumir k(n) =
n+ 1.
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Lema 2.2.9. Se n ∈ N, enta˜o Vn + F+ I = Wn + I.
Demonstrac¸a˜o: Primeiramente mostraremos que Vn + F + I ⊆ Wn + I. Observe que
e´ suficiente mostrar que Vn + F ⊆ Wn. Note que para todo i ≤ n temos qi ∈ Wn, pois
definindo
f(x0, x1, . . . , x2i) = x
p
0qi(x1, . . . , x2i)
temos f(1, x1, . . . , x2i) = qi. Ale´m disso, para h(x0) = x
p
0 temos h(1) = 1. Logo Vn + F ⊆
Wn como quer´ıamos.
Agora vamos provar que Wn + I ⊆ Vn + F + I. Para isto, e´ suficiente mostrar que
Wn ⊆ Vn + F + I. Sejam g0, g1, . . . , g2i polinoˆmios quaisquer em F〈X〉. Suponha que
g0 = α + f , onde α ∈ F e f e´ um polinoˆmio sem termo escalar. Como car(F) = p, temos
gp0 = α
p + fp ∈ F+ I.
Por outro lado,
gp0qi(g1, . . . , g2i) = (α
p + fp)qi(g1, . . . , g2i) = α
pqi(g1, . . . , g2i) + h,
onde h ∈ I. Segue que gp0qi(g1, . . . , g2i) ∈ Vi + I para todo i. Como Wn e´ gerado como
subespac¸o pelos elementos gp0 e g
p
0qi(g1, . . . , g2i), onde i ≤ n e g0, g1, . . . , g2i ∈ F〈X〉, segue
que Wn ⊆ Vn + F+ I como quer´ıamos.
Usando conceitos ba´sicos de a´lgebra linear, pode-se mostrar facilmente a pro´xima
observac¸a˜o.
Observac¸a˜o 4. Seja U um espac¸o vetorial e considere U1, U2 e U3 subespac¸os vetoriais
de U tais que U1  U2 e U2 ∩ U3 = {0}. Enta˜o U1 + U3  U2 + U3.
Teorema 2.2.10. Seja F um corpo infinito com car(F) = p > 2. Enta˜o C(G) na˜o e´
finitamente gerado como um T -espac¸o.




(Wn + T ).
Assim, para mostrar que C(G) na˜o e´ finitamente gerado como T -espac¸o e´ suficiente veri-
ficar que
Wn + T  Wn+1 + T
para todo n. Por definic¸a˜o, Vn ⊆ Vn+1. Enta˜o Vn+T + I ⊆ Vn+1 +T + I. Pela Proposic¸a˜o
2.2.8 esta inclusa˜o e´ estrita, ou seja, Vn + T + I  Vn+1 + T + I. Agora, para cada l, se
f ∈ Vl + T + I, enta˜o f(0, . . . , 0) = 0. Logo
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(Vl + T + I) ∩ F = {0}.
Pela Observac¸a˜o 4 temos
Vn + T + I + F  Vn+1 + T + I + F.
Portanto, pelo Lema 2.2.9
Wn + T + I  Wn+1 + T + I
para todo n. Consequentemente Wn + T  Wn+1 + T .
Agora suponha que C(G) e´ finitamente gerado como T -espac¸o, isto e´, existem g1, . . . , gl
tais que
C(G) = 〈g1, . . . , gl〉TS.




(Wn + T ).
Se k = max{n1, . . . , nl}, enta˜o g1, . . . , gl ∈ Wk +T . Logo C(G) = Wk +T e em particular
Wk+1 + T ⊂ C(G) = Wk + T . Absurdo! Portanto C(G) na˜o e´ finitamente gerado como
T -espac¸o.
Proposic¸a˜o 2.2.11. Seja W um T -espac¸o de F〈X〉 tal que C(G)  W . Enta˜o existe um
T -ideal I ! T tal que W = C(G) + I.
Demonstrac¸a˜o: Seja I o maior T -ideal contido em W , tal que T ⊆ I. Enta˜o temos
I+C(G) ⊆ W . Mostraremos que W ⊆ I+C(G). Seja f(x1, . . . , xl) um elemento qualquer
de W . Como F e´ infinito, podemos assumir que f e´ multi-homogeˆneo de multigrau
(m1, . . . ,ml).
Se cada mi e´ mu´ltiplo de p, enta˜o f ∈ C(G) ⊆ C(G) + I. Para mais detalhes, ver a
demonstrac¸a˜o do Teorema 2.2.7 - item b).
Suponha que algum mi na˜o e´ mu´ltiplo de p. A menos de uma permutac¸a˜o das varia´veis,
podemos assumir que i = 1. Assim m1 = pq + m, onde 0 < m < p. Os argumentos
que utilizaremos de agora em diante nesta demonstrac¸a˜o sa˜o praticamente os mesmos que
foram utilizados na demonstrac¸a˜o do Lema 2.2.4. Caso haja alguma du´vida nas afirmac¸o˜es
feitas aqui, sugerimos que o leitor releia tal lema. Pelas considerac¸o˜es feitas anteriormente
temos
f + T = xpq1 g(x1, . . . , xl) + T ,
onde g e´ a componente homogeˆnea de grau m em x1. Logo g ∈ W . Seja
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h = h(y1, . . . , ym, x2, . . . , xl)
a componente multilinear em y1, . . . , ym de g(y1 + . . .+ ym, x2, . . . , xl). Enta˜o h ∈ W . Ja´
que h e´ linear em y1, podemos escrever




onde αi ∈ F e ai, bi sa˜o monoˆmios (alguns deles podem ser iguais a 1) que na˜o dependem
de y1. Como
aiy1bi = y1biai + [ai, y1bi],
temos h = y1h1 + h2, onde h1 na˜o depende de y1 e h2 ∈ 〈[x1, x2]〉TS. Logo h2 ∈ W
e portanto y1h1 ∈ W . Note que como W e´ um T -espac¸o, z1y1h1 ∈ W para qualquer
z1 ∈ F〈X〉 (basta colocar y1 = z1y1 em y1h1). Uma vez que 〈[x1, x2]〉TS ⊂ W , segue que
[y1h1, z1] ∈ W . Assim temos
y1h1z1 = z1y1h1 + [y1h1, z1] ∈ W .
Acabamos de mostrar que o T -ideal gerado por h1 esta´ contido em W . Como I e´ o maior
T -ideal contido em W , segue que h1 ∈ I. Assim h ∈ I + C(G). Uma vez que
h(x1, . . . , x1, x2, . . . , xl) = (m!)g(x1, x2, . . . , xl)
e 0 < m < p, segue que
g(x1, x2, . . . , xl) = (m!)
−1h(x1, . . . , x1, x2, . . . , xl) ∈ I + C(G).
Assim xpq1 g ∈ I + C(G). Como f + T = xpq1 g(x1, . . . , xl) + T , temos f = xpq1 g + f1, onde
f1 ∈ T ⊂ C(G). Portanto f ∈ I + C(G).
Definic¸a˜o 2.2.2. Um T -espac¸o V na˜o finitamente gerado e´ dito um T -espac¸o limite se,
para qualquer T -espac¸o W de F〈X〉 tal que V ( W temos que W e´ finitamente gerado.
Lema 2.2.12. Se V e´ um T -subespac¸o na˜o finitamente gerado, enta˜o V esta´ contido em
algum T subespac¸o limite V ∗.
Demonstrac¸a˜o: Seja X o conjunto de todos os T -subespac¸os de F〈X〉 que na˜o sa˜o
finitamente gerados e que conteˆm V , isto e´,
X = {W ⊂ F〈X〉 | V ⊂ W, W e´ T -subespac¸o na˜o finitamente gerado}.
Note que X e´ um conjunto parcialmente ordenado pela inclusa˜o. Tome agora uma cadeia
C em X e considere P como sendo a unia˜o dos elementos de C. Observe que P ∈ X e
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todo elemento de C e´ menor que P . Assim, P e´ um limitante superior para C. Logo,
pelo Lema de Zorn, X possui um elemento maximal V ∗. Observe que V ∗ e´ um T-espac¸o
limite. De fato, suponha que V ∗ na˜o e´ um T-espac¸o limite, enta˜o existe um T-espac¸o W
tal que V ⊂ V ∗ ( W e W na˜o e´ finitamente gerado. Consequentemente temos W esta´
em X, e e´ “maior”que V ∗. Absurdo, pois V ∗ e´ um elemento maximal.
Teorema 2.2.13. Se F e´ corpo infinito de car(F) = p > 2, enta˜o C(G) e´ T-espac¸o limite.
Demonstrac¸a˜o: Segue do Teorema 2.2.10 que C(G) na˜o e´ finitamente gerado como
T -espac¸o. Portanto, se C(G) ( W , basta mostrar que W e´ finitamente gerado como
T -espac¸o.
Pela Proposic¸a˜o 2.2.11, temos W = I + C(G) para algum T -ideal I de F〈X〉 com
T ( I. Pelo Lema 2.1.2, I e´ gerado como um T -ideal por
[x1, x2, x3] e [x1, x2][x3, x4] · · · [x2N−1, x2N ],
para algum N ∈ N. Portanto, I e´ gerado como T -espac¸o por
x0[x1, x2, x3]x4 (2.5)
e
x0[x1, x2][x3, x4] · · · [x2N−1, x2N ]x2N+1. (2.6)









0qN+1, . . . (2.7)
segue que o T -espac¸o W = I + C(G) e´ gerado por (2.5), (2.6) e (2.7). Se s ≥ N , enta˜o









2 · · ·xp−12s )[x1, x2] · · · [x2N−1, x2N ](· · · [x2s−1, x2s]) + T,
pois os elementos [xi, xj] + T sa˜o centrais em F〈X〉/T . Logo xp0qs ∈ I para todo s ≥ N .
Segue que W e´ gerado como um T -espac¸o pelos polinoˆmios (2.5), (2.6) e
xp0, x
p
0q1, . . . , x
p
0qN−1.
Portanto W e´ um T -espac¸o finitamente gerado.
31
2.2. O T-espac¸o C(G) Cap´ıtulo 2. Polinoˆmios Centrais para A´lgebra de Grassmann
Proposic¸a˜o 2.2.14. Se car(F) = 0, enta˜o o T -espac¸o C(G) e´ gerado por 1 e pelos
polinoˆmios
x1[x2, x3, x4] e [x1, x2].
Demonstrac¸a˜o: Denote por W o T -espac¸o gerado pelos polinoˆmios do enunciado. Ja´
sabemos que W ⊆ C(G). Agora, como car(F) = 0 segue que C(G) e´ gerado por seus
polinoˆmios multilineares. Seja f ∈ C(G) um polinoˆmio multilinear. Se f e´ um polinoˆmio
com grau nulo, enta˜o f ∈ F. Se o grau de f e´ na˜o nulo, enta˜o como f ∈ C(G), temos do
Lema 2.2.2 que f esta´ no T -espac¸o gerado pelos polinoˆmios x1[x2, x3, x4] e [x1, x2]. Logo,




3.1 O T-espac¸o C(G) para n varia´veis fixadas
Ao longo de toda a sec¸a˜o, F sera´ um corpo infinito de car(F) = p > 2. Relembramos que
X = {x1, . . . , xn, . . .}. Agora, denote por Xn o conjunto {x1, . . . , xn} e denote por Cn o
conjunto dos polinoˆmios centrais da a´lgebra de Grassmann G nas n varia´veis x1, . . . , xn,
isto e´,
Cn = C(G) ∩ F〈Xn〉.
O objetivo principal desta sec¸a˜o e´ mostrar que Cn e´ um T-espac¸o limite de F〈Xn〉 quando
n e´ par e finitamente gerado quando n e´ ı´mpar.
Para cada k ∈ N, seja T (3,k) o T -ideal de F〈X〉 gerado pelos polinoˆmios
[x1, x2, x3] e [x1, x2][x3, x4] · · · [x2k−1, x2k].
Relembramos que




2 e qk(x1, . . . , x2k) = q(x1, x2) · · · q(x2k−1, x2k).
Defina, para cada l ≥ 0,






k (x1, . . . , x2k) = q
(l)(x1, x2) · · · q(l)(x2k−1, x2k).
Nos cap´ıtulos anteriores, a notac¸a˜o T era designada para o T-ideal T = 〈[x1, x2, x3]〉T .
Para manter a notac¸a˜o do artigo [11], denotaremos tal T -ideal por T (3), isto e´,
T (3) = 〈[x1, x2, x3]〉T .
Defina T
(3)
n = T (3) ∩ F〈Xn〉.
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Lema 3.1.1. Se n < 2i, enta˜o
T (3,i) ∩ F〈Xn〉 = T (3)n . (3.1)
Demonstrac¸a˜o: Sejam g0, . . . , g2i+1 polinoˆmios em F〈Xn〉. Por linearidade, podemos
escrever
g0[g1, g2] . . . [g2i−1, g2i]g2i+1
como combinac¸a˜o linear de elementos
m0[m1,m2] . . . [m2i−1,m2i]m2i+1,
onde m0, . . . ,m2i+1 sa˜o monoˆmios. Estes, por sua vez, sa˜o combinac¸a˜o linear de elementos
do tipo
u0[xj1 , xj2 ]u1 . . . ui−1[xj2i−1 , xj2i ]ui,
onde u0, . . . , ui sa˜o monoˆmios. Agora,
u0[xj1 , xj2 ]u1 . . . ui−1[xj2i−1 , xj2i ]ui +T
(3)





A u´ltima igualdade segue do fato que temos a repetic¸a˜o de dois x′s. Conclu´ımos assim o
resultado.
Outro lema que sera´ usado posteriormente e´ o seguinte:
Lema 3.1.2. Se r ≥ i, enta˜o
xp0qr(x1, . . . , x2r) ∈ T (3,i).




1 . . . x
p−1
2r [x1, x2] . . . [x2i−1, x2i] . . . [x2r−1, x2r] + T
(3,i) = T (3,i).
A demonstrac¸a˜o esta´ conclu´ıda.
Denotamos por Q(k,l) o T -espac¸o de F〈X〉 gerado por q(l)k , isto e´,
Q(k,l) = 〈q(l)k (x1, . . . , x2k)〉TS.
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A componente multi-homogeˆnea com multigrau (pl−1, . . . , pl−1) do polinoˆmio
q
(l)
k (1 + x1, . . . , 1 + x2k)
= (1 + x1)
pl−1[x1, x2](1 + x2)p



















≡ 1 (mod p).
Assim Q(k,l−1) ⊂ Q(k,l) e portanto
l∑
i=0
Q(k,i) = Q(k,l). (3.2)
O seguinte lema e´ uma reformulac¸a˜o de um resultado de Grishin e Tsybulya [13,
Teorema 1.3, item 1)] e sera´ usado para demonstrar a pro´xima proposic¸a˜o.
Lema 3.1.3. Seja
m = xa1−11 x
a2−1
2 · · ·xa2k−12k [x1, x2] · · · [x2k−1, x2k],
onde ai ≥ 1 para todo i. Se pl (onde l ≥ 0) e´ a maior poteˆncia de p que divide ai para
todo i, enta˜o
〈m〉TS + T (3) = Q(k,l) + T (3).
Proposic¸a˜o 3.1.4. Se n = 2k, k ≥ 1, enta˜o Cn/T (3)n e´ gerado como um T -espac¸o de





1q1(x2, x3) + T
(3)
n , . . . , x
p
1qk−1(x2, . . . , x2k−1) + T
(3)
n (3.3)
juntamente com os polinoˆmios
{q(l)k (x1, . . . , x2k) + T (3)n | l = 1, 2, . . .}. (3.4)
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1q1(x2, x3) + T
(3)
n , . . . , x
p
1qk(x2, . . . , x2k+1) + T
(3)
n . (3.5)
Demonstrac¸a˜o: Seja U o T -espac¸o de F〈Xn〉 definido da seguinte maneira:
i) T
(3)
n ⊂ U ;
ii) o T -espac¸o U/T
(3)
n de F〈Xn〉/T (3)n e´ gerado pelos polinoˆmios (3.3) e (3.4) se n = 2k,
e pelos polinoˆmios (3.5) se n = 2k + 1.




n (equivalentemente, Cn =
U). E´ fa´cil ver que U/T
(3)
n ⊆ Cn/T (3)n . Resta enta˜o provar que Cn/T (3)n ⊆ U/T (3)n (equiva-
lentemente, Cn ⊆ U).
Seja h um elemento qualquer de Cn = C(G) ∩ F〈Xn〉. Vamos mostrar que
h+ T
(3)
n ∈ U/T (3)n .













1 , . . . , f
(i,j)
2i ) + h
′,
onde vj, wi,j, f
(i,j)
s ∈ F〈X〉, αj, αi,j ∈ F, h′ ∈ T (3). Como h ∈ F〈Xn〉, podemos assumir
que vj, wi,j, f
(i,j)
s , h′ ∈ F〈Xn〉 para todo i, j, s. Logo












1 , . . . , f
(i,j)
2i ) + T
(3)
n .
Relembramos que T (3,i) e´ o T -ideal em F〈X〉 gerado pelos polinoˆmios
[x1, x2, x3] e [x1, x2] · · · [x2i−1, x2i].
Pelo Lema 3.1.1, se 2i > n, enta˜o T (3,i) ∩ F〈Xn〉 = T (3)n . Ale´m disso, pelo Lema 3.1.2,
wpi,jqi(f
(i,j)
1 , . . . , f
(i,j)










1 , . . . , f
(i,j)
2i ) ∈ T (3,i) ∩ F〈Xn〉 = T (3)n .
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Segue que















1 , . . . , f
(i,j)
2i ) + T
(3)
n .
Vamos analisar agora a paridade de n:
a) Se n = 2k + 1 (k ≥ 1), enta˜o














1 , . . . , f
(i,j)





n ∈ U/T (3)n como era o desejado.
b) Se n = 2k (k ≥ 1), enta˜o




























1 , . . . , f
(k,j)
2k ).
Como h1 + T
(3)
n pertence ao T -espac¸o gerado pelos polinoˆmios (3.3), enta˜o segue que
h1 + T
(3)
n ∈ U/T (3)n . Por outro lado, pode ser mostrado que h2 + T (3)n e´ combinac¸a˜o linear
de polinoˆmios da forma m+ T
(3)
n , onde
m = xb11 · · · xb2k2k [x1, x2] · · · [x2k−1, x2k].
Afirmamos que, para cada m desta forma, o polinoˆmio m + T
(3)
2k ∈ U/T (3)2k . De fato, pelo
Lema 3.1.3,
〈m〉TS + T (3) = Q(k,l) + T (3)
para algum l ≥ 0. Como Q(k,0) ⊂ Q(k,1), podemos assumir que l ≥ 1. Temos
m = g1 + g2,
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1 , . . . , u
(i)














para alguns αi, βj ∈ F, u(i)s , v(j)s ∈ F〈X〉. Substituindo, se necessa´rio, algumas varia´veis




s ∈ F〈X2k〉 e g2 ∈ T (3)2k . Segue que m+T (3)2k pertence ao
T-espac¸o de F〈X2k〉/T (3)2k gerado por q(l)k +T (3)2k para algum l ≥ 1. Logo, m+T (3)2k ∈ U/T (3)2k
e portanto h+ T
(3)
2k ∈ U/T (3)2k como era desejado.
Completamos assim a demonstrac¸a˜o da proposic¸a˜o.
Proposic¸a˜o 3.1.5. Se n = 2k, k > 1, enta˜o Cn e´ gerado como um T -espac¸o de F〈Xn〉
pelos polinoˆmios




1q1(x2, x3), . . . , x
p
1qk−1(x2, . . . , x2k−1)
juntamente com os polinoˆmios
{q(l)k (x1, . . . , x2k) | l = 1, 2, . . .}.
Se n = 2k + 1, k > 1, enta˜o Cn e´ gerado como um T -espac¸o de F〈Xn〉 pelos polinoˆmios




1q1(x2, x3), . . . , x
p
1qk(x2, . . . , x2k+1).
Demonstrac¸a˜o: Pelos comenta´rios apo´s o Corola´rio 2.2.5, temos que
〈x1[x2, x3, x4]〉TS = T (3).
Segue enta˜o que x1[x2, x3, x4] gera T
(3)
n como um T -espac¸o de F〈Xn〉 para cada n ≥ 4.
Agora o resultado segue da proposic¸a˜o anterior.
Seja U (k−1) o T -espac¸o de F〈X〉 gerado pelos polinoˆmios
xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x
p
1qk−1(x2, . . . , x2k−1).
A pro´xima proposic¸a˜o e´ um caso particular de [13, Teorema 3.1].
Proposic¸a˜o 3.1.6. Para cada l ≥ 1,
(Q(k,l+1) + T (3))/T (3) * (U (k−1) +Q(k,l) + T (3,k+1))/T (3).
Observac¸a˜o 5. Os T -espac¸os (U (k−1) +T (3))/T (3), (Q(k,l) +T (3))/T (3) e T (3,k+1)/T (3) sa˜o








Corola´rio 3.1.7. Para cada l ≥ 1, q(l+1)k /∈ U (k−1) +Q(k,l) + T (3,k+1).
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Demonstrac¸a˜o: Sabemos que Q(k,l+1) e´ gerado pelo polinoˆmio q
(l+1)
k e T
(3) ⊂ T (3,k+1).
Se q
(l+1)
k ∈ U (k−1) +Q(k,l) + T (3,k+1), enta˜o
(Q(k,l+1) + T (3))/T (3) ⊆ (U (k−1) +Q(k,l) + T (3,k+1))/T (3).
O que contradiz a Proposic¸a˜o 3.1.6. Portanto, q
(l+1)
k /∈ U (k−1) +Q(k,l) + T (3,k+1).
Proposic¸a˜o 3.1.8. Para todo k ≥ 1, C2k na˜o e´ finitamente gerado como um T -espac¸o de
F〈X2k〉.
Demonstrac¸a˜o: Pela Proposic¸a˜o 3.1.4, C2k e´ gerado como um T -espac¸o por T
(3)
2k junta-
mente com os polinoˆmios
xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x
p
1qk−1(x2, . . . , x2k−1) (3.6)
e
{q(l)k (x1, . . . , x2k) | l = 1, 2, . . .}.
Vamos denotar por Vl o T -espac¸o de F〈X2k〉 gerado por T (3)2k , pelos polinoˆmios (3.6) e por





e tambe´m V1 ⊆ V2 ⊆ · · · ⊆ Vl ⊆ · · · .
Afirmamos que para todo l ≥ 1 vale Vl  Vl+1.
De fato, pelo Corola´rio 3.1.7 temos
q
(l+1)
k /∈ U (k−1) +Q(k,l) + T (3,k+1),
e por (3.2) temos
∑
i≤lQ
(k,i) = Q(k,l). Logo
Vl ⊂ U (k−1) +
∑
i≤l
Q(k,i) + T (3,k+1) = U (k−1) +Q(k,l) + T (3,k+1),
e consequentemente q
(l+1)
k /∈ Vl. Portanto,
V1  V2  · · ·  Vl  · · · . (3.8)
Segue de (3.7) e (3.8) que C2k na˜o e´ finitamente gerado como um T -espac¸o de F〈X2k〉.
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Para quaisquer 1 ≤ i1 < · · · < it ≤ n e a1, . . . , an ≥ 0 tais que ai1 , . . . , ait ≥ 1, defina
xa11 · · · xann
xi1 · · ·xit
como sendo o monoˆmio
xa11 · · · xann
xi1 · · ·xit
= xb11 · · ·xbnn ,
onde bj = aj − 1 se j ∈ {i1, . . . , it} e aj = bj caso contra´rio.
Lema 3.1.9. Seja f(x1, . . . , xn) ∈ F〈X〉 um polinoˆmio multi-homogeˆneo da forma




xa11 · · · xann
xi1 · · ·xi2t
[xi1 , xi2 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ] (3.9)
onde α, α(i1,...,i2t) ∈ F. Seja L = 〈f〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3). Suponha que ai = 1 para
algum i. Enta˜o L = F〈X〉 ou
L = 〈[x1, x2]〉TS + T (3) ou L = 〈x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1]〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3)
para algum θ ≤ n−1
2
.
Demonstrac¸a˜o: Segue da Proposic¸a˜o 2.1.4, que qualquer polinoˆmio multi-homogeˆneo
f(x1, . . . , xn) ∈ F〈X〉 pode ser escrito, mo´dulo T (3), na forma (3.9). Podemos assumir
(permutando os geradores livres x1, . . . , xn se necessa´rio) que a1 = 1.
Observe que se α 6= 0, enta˜o f(x1, 1, . . . , 1) = αx1 ∈ L. Assim, L = 〈x1〉TS = F〈X〉.
Suponha que α = 0.
Afirmac¸a˜o: podemos assumir, sem perda de generalidade, que f tem a forma f(x1, . . . , xn) =






xa22 · · ·xann
xi1 · · ·xi2t
[xi1 , xi2 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ]. (3.10)





[xi1 , xi2 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ] em (3.9).
Se i1 > 1, enta˜o
m = x1
xa22 · · ·xann
xi1 · · ·xi2t
[xi1 , xi2 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ]. (3.11)
Se i1 = 1, enta˜o m = m




. Usando a identi-
dade (1.2) e usando o fato que [g1, g2] + T
(3) esta´ no centro de F〈X〉/T (3), temos
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m+ T (3) = m′[x1, xi2 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ] + T (3)
= [m′x1, xi2 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ]− x1[m′, xi2 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ] + T (3)
= (m′x1xi2 − xi2m′x1)[xi3 , xi4 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ]− x1[m′, xi2 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ] + T (3)
= m′x1xi2 [xi3 , xi4 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ]− xi2m′x1[xi3 , xi4 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ]−
−x1[m′, xi2 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ] + T (3)
= m′x1[xi3 , xi4 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ]xi2 − xi2m′x1[xi3 , xi4 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ]−
−x1[m′, xi2 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ] + T (3)
= [m′x1[xi3 , xi4 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ], xi2 ]− x1[m′, xi2 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ] + T (3).
Consequentemente,
m = −x1[m′, xi2 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ] + h, (3.12)
onde h ∈ 〈[x1, x2]〉TS + T (3).
Por (3.11) e (3.12) existe um polinoˆmio multi-homogeˆneo g1 = g1(x2, . . . , xn) ∈ F〈X〉,
tal que f = x1g1 + h1, onde h1 ∈ 〈[x1, x2]〉TS + T (3). Ale´m disso, pela nossa observac¸a˜o
no comec¸o da demonstrac¸a˜o, segue que existe um polinoˆmio multi-homogeˆneo g da forma
(3.10), tal que g + T (3) = g1 + T
(3). Logo f = x1g + h2, onde h2 ∈ 〈[x1, x2]〉TS + T (3).
Conclu´ımos que L = 〈x1g(x2, . . . , xn)〉TS + 〈[x1, x2]〉TS +T (3). Portanto, podemos assumir
sem perda de generalidade que f = x1g(x2, . . . , xn), onde g e´ da forma (3.10), como
hav´ıamos afirmado.
Se f = 0, enta˜o L = 〈[x1, x2]〉TS + T (3). Suponha que f 6= 0. Seja
θ = min{t | α(i1,...,i2t) 6= 0}.
Como f = x1g(x2, . . . , xn), segue que 2θ < n. Logo 2θ + 1 ≤ n e portanto θ ≤ n−12 .




xa22 · · ·xann






xa22 · · ·xann
xi1 · · · xi2t
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Seja f1(x1, . . . , x2θ+1) = f(x1, . . . , x2θ+1, 1, . . . , 1) ∈ L. Enta˜o
f1 = α(2,...,2θ+1)x1
xa22 · · ·xann
x2 · · · x2θ+1 [x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1].
A componente multilinear do polinoˆmio f1(x1, x2 + 1, . . . , x2θ+1 + 1) nas varia´veis x1, x2,
. . . , x2θ+1 e´
α(2,...,2θ+1)x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1].
Logo, x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1] ∈ L e portanto
〈x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1]〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3) ⊆ L.
Por outro lado, e´ claro que o polinoˆmio f da forma (3.13) pertence ao T -espac¸o de
F〈X〉 gerado por x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1]. Logo, 〈f〉TS ⊆ 〈x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1]〉TS e,
consequentemente,
L ⊆ 〈x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1]〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3).
Portanto, L = 〈x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1]〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3).
Proposic¸a˜o 3.1.10. Seja W um T -espac¸o de F〈X2k〉 tal que C2k  W . Enta˜o W =
F〈X2k〉 ou W e´ gerado como um T -espac¸o pelos polinoˆmios
xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x
p
1qλ−1(x2, . . . , x2λ−1),
x1[x2, x3, x4], x1[x2, x3] · · · [x2λ, x2λ+1],
para algum λ ≤ k − 1.
Demonstrac¸a˜o: Sobre um corpo infinito de caracter´ıstica p > 0, todo T -ideal de F〈X〉 e´
gerado pelos seus polinoˆmios multi-homogeˆneos f(x1, . . . , xn) com multigrau (p
s1 , . . . , psn)
para alguns si ≥ 0 (veja, por exemplo [2]). O mesmo vale para T -espac¸os de F〈X〉.
Seja f(x1, . . . , x2k) ∈ W \ C2k um polinoˆmio multi-homogeˆneo. Podemos assumir que
degxi f = p









xi1 · · ·xi2t
[xi1 , xi2 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ] + T (3)2K ,
onde α, α(i1,...,i2t) ∈ F, m = xp
s1
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Se si > 0 para todo i = 1, . . . , l, pode ser mostrado que f ∈ C(G). Assim f ∈ C2k
e temos uma contradic¸a˜o com a escolha de f . Portanto si = 0 para algum i, 1 ≤ i ≤ l.
Seja Lf o T -espac¸o de F〈X〉 gerado por f, [x1, x2] e T (3). Pelo Lema 3.1.9, ou Lf = F〈X〉
ou Lf = 〈[x1, x2]〉TS + T (3) ou
Lf = 〈x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1]〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3)
para algum θ < k.
Se Lf = 〈[x1, x2]〉TS + T (3), enta˜o f ∈ C2k. Absurdo. Se k = 1 (isto e´, f = f(x1, x2)),
enta˜o a u´nica possibilidade e´ Lf = F〈X〉.
Se Lf = F〈X〉 para algum f ∈ W \C2k, enta˜o x1 ∈ W e assim W = F〈X2k〉. Suponha
que W 6= F〈X2k〉. Enta˜o k > 1 e Lf 6= F〈X〉 para qualquer f ∈ W \ C2k. Para cada
f ∈ W \ C2k satisfazendo as condic¸o˜es do Lema 3.1.9, o T -espac¸o Lf de F〈X〉 e´ gerado
pelos polinoˆmios
[x1, x2], x1[x2,x3, x4] e x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1] (3.14)
para algum θ = θf < k. Uma vez que os polinoˆmios (3.14) pertencem a F〈X2k〉 (relem-
bramos que k > 1), o T -espac¸o de F〈X2k〉 gerado por f, [x1, x2] e T (3) e´ tambe´m gerado
(como T -espac¸o) pelos polinoˆmios (3.14). Observe que [x1, x2]ex1[x2, x3, x4] pertencem a
C2k. Assim o T -espac¸o Vf de F〈X2k〉 gerado por f e C2k e´ tambe´m gerado por C2k e
x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1] para algum θ = θf < k.
Seja
λ = min{θ | x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1] ∈ W}.
Uma vez que W e´ soma de T -espac¸os Vf para convenientes polinoˆmios multi-homogeˆneos
f ∈ W \C2k e cada Vf e´ gerado por C2k e x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1] para algum θ = θf < k,
segue que W e´ gerado como um T -espac¸o de F〈X2k〉 por C2k e x1[x2, x3] · · · [x2λ, x2λ+1].
Agora temos da Proposic¸a˜o 3.1.5 que W e´ gerado pelos polinoˆmios
xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x
p
1qλ−1(x2, . . . , x2λ−1)
juntamente com os polinoˆmios
x1[x2, x3, x4], x1[x2, x3] · · · [x2λ, x2λ+1],
onde λ < k.
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Corola´rio 3.1.11. Seja k ≥ 1 e W um T -espac¸o de F〈X2k〉 tal que C2k  W . Enta˜o W
e´ um T -espac¸o de F〈X2k〉 finitamente gerado.
Demonstrac¸a˜o: Segue imediatamente da Proposic¸a˜o 3.1.10.
Teorema 3.1.12. Seja F um corpo infinito de caracter´ıstica p > 2. Se n = 2k, k ≥ 1,
enta˜o Cn e´ um T -espac¸o limite de F〈Xn〉. Se n = 2k + 1, k > 1, enta˜o Cn e´ finitamente
gerado como T -espac¸o de F〈Xn〉.
Demonstrac¸a˜o: Se n = 2k, o teorema e´ consequeˆncia imediata da Proposic¸a˜o 3.1.8 e do
Corola´rio 3.1.11. Se n = 2k + 1, k > 1, o teorema segue da Proposic¸a˜o 3.1.5.
3.2 Infinitos T-espac¸os limites
Ao longo de toda a sec¸a˜o, F sera´ um corpo infinito de car(F) = p > 2. Mostraremos que
a a´lgebra F〈X〉 possui infinitos T -espac¸os limites.
Para cada k ≥ 1, denote por Rk o T-espac¸o de F〈X〉 gerado por C2k e por T (3,k+1).
Mostraremos que Rk e´ um T -espac¸o limite de F〈X〉 e tambe´m Rk 6= Rl para k 6= l.
Proposic¸a˜o 3.2.1. Rk na˜o e´ finitamente gerado como um T -espac¸o de F〈X〉.
Demonstrac¸a˜o: Defina U (k−1) como sendo o T -espac¸o de F〈X〉 gerado pelos polinoˆmios
xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x
p
1qk−1(x2, . . . , x2k−1)





Q(k,l) + T (3,k+1).









e V1 ⊆ V2 ⊆ . . . . Por (3.2),
∑
i≤l
Q(k,i) = Q(k,l). Portanto, Vl = U
(k−1) + Q(k,l) + T (3,k+1).
Pelo Corola´rio 3.1.7, Q(k,l+1) * Vl para todo l ≥ 1. Assim,
V1  V2  . . . . (3.16)
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Logo segue de (3.15) e (3.16) que Rk na˜o e´ finitamente gerado como um T -espac¸o de
F〈X〉.
Lema 3.2.2. Seja f = f(x1, . . . , xn) ∈ F〈X〉 um polinoˆmio da forma
f = αxp
s1








1 · · ·xpsnn
xi1 · · ·xi2t
[xi1 , xi2 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ] (3.17)
onde α, α(i1,...,i2t) ∈ F, si ≥ 0 para todo i. Seja L = 〈f〉TS + Rk, k ≥ 1. Enta˜o ocorre
apenas um dos seguintes casos:
1) L = F〈X〉;
2) L = Rk;
3) L = 〈x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1]〉TS +Rk para algum θ, 1 ≤ θ ≤ k;
4) L = 〈xps1 q(s)k (x2, . . . , x2k+1)〉TS +Rk para algum s ≥ 1.
Demonstrac¸a˜o: Seja f(x1, . . . , xn) ∈ F〈X〉 de grau psi em xi (1 ≤ i ≤ n). Enta˜o f
pode ser escrito, mo´dulo T (3), na forma (3.17). Portanto, podemos assumir sem perda de
generalidade (permutando os geradores livres x1, . . . , xn se necessa´rio) que s1 ≤ si para
todo i. Escreva s = s1.
Suponha que s = 0. Enta˜o, pelo Lema 3.1.9 temos que
〈f〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3) = F〈X〉
ou
〈f〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3) = 〈[x1, x2]〉TS + T (3)
ou
〈f〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3) = 〈x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1]〉TS + 〈[x1, x2]〉TS + T (3)
para algum θ. Uma vez que 〈[x1, x2]〉TS + T (3) ⊂ Rk e x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1] ∈ Rk, se
θ > k, segue que L = F〈X〉 ou L = Rk ou
L = 〈x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1]〉TS +Rk
para algum θ ≤ k.
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Agora suponha s > 0. Enta˜o si > 0 para todo i, 1 ≤ i ≤ n. Pelo Lema 2.1.5,
(xp
s1−1
1 · · ·xp
sn−1
n )
p + T (3) = xp
s1






1 · · ·xpsnn ∈ (〈xp1〉TS + T (3)) ⊂ Rk. Observando que psj − 1 =
(p− 1) + p(psj−1 − 1), defina bi = psi . Enta˜o para todo t < k
xp
s1
1 · · · xpsnn
xi1 · · ·xi2t




· · ·xbjljl x
bi1−1
i1




[xi1 , xi2 ]x
p−1
i2




















e {j1, . . . , jl} = {1, 2, . . . , n} \ {i1, . . . , i2t}. Assim
xp
s1
1 · · ·xpsnn
xi1 · · ·xi2t








[xi1 , xi2 ] · · · [xi2t−1 , xi2t ] ∈ T (3,k+1) ⊂ Rk para todo t > k. Podemos







1 · · ·xpsnn
xi1 · · ·xi2k
[xi1 , xi2 ] · · · [xi2k−1 , xi2k ]. (3.18)




1 · · ·xp
s2k
2k
x1x2 · · ·x2k [x1, x2] · · · [x2k−1, x2k],
e pelo Lema 3.1.3, segue que f ∈ Q(k,s) +T (3), onde s = s1 > 0. Em ambos os casos temos
que f ∈ Rk e L = Rk.
Suponha que n > 2k.
Afirmac¸a˜o: podemos assumir que f e´ da forma
f(x1, . . . , xn) = x
ps
1 g(x2, . . . , xn), (3.19)
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2 · · ·xpsnn
xi1 · · · xi2k
[xi1 , xi2 ] · · · [xi2k−1 , xi2k ].







[xi1 , xi2 ] · · · [xi2k−1 , xi2k ] em (3.18).




2 · · ·xpsnn
xi1 · · ·xi2k
[xi1 , xi2 ] · · · [xi2k−1 , xi2k ]. (3.20)
Suponha i1 = 1. Escreva ai = p
si para todo i. Enta˜o





2 · · ·xpsnn
xi2 · · ·xi2k




· · ·xajljl xa1−11 · · ·x
ai2k−1
i2k




· · ·xajljl [x1, xi2 ]x
ai2−1
i2





[xi3 , xi4 ]x
ai4−1
i4




{j1, . . . , jl} = {1, . . . , n} \ {1, i2, . . . , i2k}, l = n− 2k > 0. Suponha que
a1 = aj1 = aj2 = . . . = ajz e ajz+1 , ajz+2 , . . . , ajl > a1.
Seja








onde a′i = ai/p
s para todo i. Seja














m′ ∈ Rk. (3.21)
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Uma vez que (ver Lema 2.1.5) [vp1, v2] ∈ T (3) ⊂ T (3,k+1) para quaisquer v1, v2 ∈ F〈X〉,





m′ + T (3,k+1)


















m′ + T (3,k+1)








s−1x1xj1 . . . xjz [x
a′jz+1
jz+1








+ (x1xj1 . . . xjzx
a′jz+1
jz+1















m′ + T (3,k+1)










[x1xj1 . . . xjz , xi2 ]x
ai2−1
i2
m′ + T (3,k+1)




· · · xajljl [x1xj1 . . . xjz , xi2 ]x
ai2−1
i2
m′ + T (3,k+1)












· · ·xajljl x1[xj1 . . . xjz , xi2 ]x
ai2−1
i2












· · ·xajljl [xj1 . . . xjz , xi2 ]x
ai2−1
i2
m′ + T (3,k+1).












· · ·xajljl [xj1 . . . xjz , xi2 ]x
ai2−1
i2









2 · · · xpsnn
xi1 · · · xi2k
[xi1 , xi2 ] · · · [xi2k−1 , xi2k ] + T (3,k+1)









2 · · ·xpsnn
xi1 · · ·xi2k
[xi1 , xi2 ] · · · [xi2k−1 , xi2k ] ∈ Rk. (3.22)









2 · · ·xpsnn
xi1 · · ·xi2k
[xi1 , xi2 ] · · · [xi2k−1 , xi2k ]
)
e´ da forma (3.19) e f2 ∈ Rk. Enta˜o temos 〈f1〉TS +Rk = 〈f〉TS +Rk. Portanto, podemos
assumir (substituindo f por f1) que o polinoˆmio f e´ da forma (3.19), como afirmamos.
Se f = 0, enta˜o L = Rk. Suponha f 6= 0. Enta˜o podemos assumir sem perda de
generalidade que α(2,3,...,2k+1) 6= 0. Segue que o T -espac¸o 〈f〉TS +Rk conte´m o polinoˆmio
h(x1, . . . x2k+1) = α
−1





2 · · · xp
s2k+1−1
2k+1 [x2, x3] · · · [x2k, x2k+1].
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Enta˜o 〈f〉TS +Rk tambe´m conte´m a componente multi-homogeˆnea do polinoˆmio
h(x1 + 1, . . . , x2k+1 + 1) de grau p
s em cada varia´vel xi (i = 1, 2, . . . , 2k + 1), que mo´dulo





2 · · ·xp
s−1












k (x2, . . . , x2k+1) ∈ 〈f〉TS +Rk.






2 · · ·xpsnn
xi1 · · ·xi2k




k (x2, . . . , x2k+1)〉TS + T (3,k+1)
(relembramos que si ≥ s, para todo i) e portanto
f ∈ 〈xps1 q(s)k (x2, . . . , x2k+1)〉TS + T (3,k+1).
Logo,
〈f〉TS +Rk = 〈xps1 q(s)k (x2, . . . , x2k+1)〉TS +Rk,
onde s ≥ 1.
Proposic¸a˜o 3.2.3. Seja W um T -espac¸o de F〈X〉 tal que Rk  W . Enta˜o ocorre um dos
seguintes casos:
1) W = F〈X〉;
2) W e´ gerado como um T -espac¸o pelos polinoˆmios
xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x
p
1qλ−1(x2, . . . , x2λ−1),
x1[x2, x3, x4], x1[x2, x3] · · · [x2λ, x2λ+1]
para algum λ ≤ k;
3) W e´ gerado como um T -espac¸o pelos polinoˆmios
xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x
p
1qk−1(x2, . . . , x2k−1),




k (x2, . . . , x2k+1),
x1[x2, x3, x4], x1[x2, x3] · · · [x2k+2, x2k+3]
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para algum µ ≥ 1.
Demonstrac¸a˜o: Seja f = f(x1, . . . , xn) um polinoˆmio qualquer em W \Rk satisfazendo
as condic¸o˜es do Lema 3.2.2, isto e´, um polinoˆmio multi-homogeˆneo tal que o grau de f
em xi e´ p
si , para alguns si ≥ 0 (1 ≤ i ≤ n). Seja Lf = 〈f〉TS +Rk. Pelo Lema 3.2.2 segue
que Lf = F〈X〉 ou
Lf = 〈x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1]〉TS +Rk
para algum θ ≤ k ou
Lf = 〈xps1 q(s)k (x2, . . . , x2k+1)〉TS +Rk
para algum s ≥ 1.
Note queW e´ gerado como um T -espac¸o de F〈X〉 porRk juntamente com os polinoˆmios
f ∈ W \ Rk satisfazendo as condic¸o˜es do Lema 3.2.2. Logo, W =
∑
Lf , onde a soma e´
tomada sobre todos os polinoˆmios f ∈ W \Rk satisfazendo tais condic¸o˜es.
Naturalmente, se Lf = F〈X〉 para algum f ∈ W \Rk, enta˜o W = F〈X〉. Suponhamos
que Lf 6= F〈X〉 para qualquer f ∈ W \Rk. Se para algum f ∈ W \Rk temos
Lf = 〈x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1]〉TS +Rk, onde θ ≤ k, enta˜o defina
λ = min{θ | x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1] ∈ W}.
Note que λ ≤ k. Enta˜o
x1[x2, x3] · · · [x2θ, x2θ+1] ∈ 〈x1[x2, x3] · · · [x2λ, x2λ+1]〉TS





k (x2, . . . , x2k+1) ∈ 〈x1[x2, x3] · · · [x2λ, x2λ+1]〉TS + T (3)
para todo s. Portanto, W = 〈x1[x2, x3] · · · [x2λ, x2λ+1]〉TS + Rk, onde λ ≤ k. Consequen-
temente W e´ gerado como um T -espac¸o de F〈X〉 pelos polinoˆmios
xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x
p
1qλ−1(x1, . . . , x2λ−1),
x1[x2, x3, x4], x1[x2, x3] · · · [x2λ, x2λ+1]
para algum λ ≤ k.
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Suponhamos agora que para qualquer f ∈ W \Rk, nas condic¸o˜es do Lema 3.2.2, temos
Lf = 〈xps1 q(s)k (x2, . . . , x2k+1)〉TS +Rk









k (x2, . . . , x2k+1)〉TS + T (3).




k (x2, . . . , x2k+1)〉TS.
Logo, W e´ gerado como um T -espac¸o de F〈X〉 pelos polinoˆmios
xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x
p
1qk−1(x2, . . . , x2k−1)




k (x2, . . . , x2k+1) juntamente com
os polinoˆmios
x1[x2, x3, x4] e x1[x2, x3] · · · [x2k+2, x2k+3].
Finalizamos assim a demonstrac¸a˜o da proposic¸a˜o.
Corola´rio 3.2.4. Seja W um T -espac¸o de F〈X〉 tal que Rk  W . Enta˜o W e´ um T -
espac¸o finitamente gerado.
Demonstrac¸a˜o: Consequeˆncia imediata da Proposic¸a˜o 3.2.3.
Proposic¸a˜o 3.2.5. Se k 6= l, enta˜o Rk 6= Rl.
Demonstrac¸a˜o: Suponhamos que Rk = Rl para algum k < l. Enta˜o C(G) ⊆ Rl.
De fato, pelo Teorema 2.2.7, o T -espac¸o C(G) e´ gerado pelo polinoˆmio x1[x2, x3, x4] e
pelos polinoˆmios xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x
p
1qn(x2, . . . , x2n+1), . . .. Claramente
x1[x2, x3, x4] ∈ T (3) ⊂ Rl.
Ale´m do mais, pela Proposic¸a˜o 3.1.5
xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x
p
1ql−1(x2, . . . , x2l−1) ∈ C2l ⊂ Rl
Pelo Lema 3.1.2
xp1qk+1(x2, . . . , x2k+3), x
p
1qk+2(x2, . . . , x2k+5), . . . ∈ T (3,k+1) ⊂ Rk = Rl.
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Uma vez que k < l, temos
xp1, x
p
1q1(x2, x3), . . . , x
p
1qk(x2, . . . , x2+1), x
p
1qk+1(x2, . . . , x2k+3), . . . ∈ Rl.
Logo, todos os geradores do T -espac¸o C(G) pertencem a Rl e portanto C(G) ⊂ Rl, como
hav´ıamos afirmado.
Como T (3,k+1) ⊆ Rl e T (3,k+1) * C(G), temos C(G)  Rl. Pelo Teorema 2.2.13, C(G)
e´ um T -espac¸o limite. Assim todo T -espac¸o W , tal que C(G)  W , e´ finitamente gerado.
Em particular, Rl e´ um T -espac¸o finitamente gerado. Absurdo pela Proposic¸a˜o 3.2.1.
Portanto, Rk 6= Rl, se k 6= l.
Teorema 3.2.6. Rk e´ um T -espac¸o limite de F〈X〉. Se k 6= l, enta˜o Rk 6= Rl.
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